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Εισαγωγή
Η μάθηση των μαθηματικών δε αυμπεριλαμβάνει μόνο τη μάθηση των
συμβάλων, των εννοιών και των θεωρημάτων, αλλά την κατανόηση και
συνειδητοποίηση τους σαν ένα σύστημα κοινωνικά και πολιτισμικά
προσδιορισμένο. Με αυτήν την οπτική, η διδασκαλία τους θα πρέπει να δίνει
στους μαθητές την ευκαιρία να εμπλέκονται ενεργά σε μια μαθηματική
κατασκευή, να οικοδαμούν οι ίδιοι τη μαθηματική γνώση για τον εαυτό τους και
να συνειδητοποιήσουν τα μαθηματικά σαν ολότητα.
Η χρήση των υλικών, διαγρομμάτων και οχεδίων που βοηθούν τους
μαθητές στην κατασκευή αυτή καθώς και η κατάλληλη γλώσσα είναι δύο
παράμετροι, που σχετίζονται με τις μαθηματικές ικανότητες και τις ανάγκες κάθε
μαθητή, ιδιαίτερα σημαντικές και κρίσιμες για την κατανόηση των μαθηματικών.
Κατά συνέπεια, η ανάπτυξη της μαθηματικής κατανόησης και του νέου
τρόπου σκέψης προϋποθέτουν καταστάσεις σχετικές με τις εμπειρίες των
μαθητών καθώς θα μπορούν να εργαστούν με βάση τις δικές τους κατασκευές
και μαθηματικές επινοήσεις. Συνδυάζοντας λοιπόν όλα τα παροπάνω τα
μαθηματικά παιχνίδια και η χρήση της ιστορίας των μαθηματικών aποτελούν το
ιδανικό μέσο για τη δημιουργία του κατάλληλου περιβάλλοντος μάθησης.
Η δημιουργία ενός παιχνιδιού που βασίζεται στην ιστορία αποτελεί ένα
ισχυρά διδακτικό εργαλείο κι έναν τρόπο με τον οποίο παρέχονται στους
μαθητές ευκαιρίες για μαθηματική εμπειρία. Ο συγκεκριμένος τράπος
διδασκαλίας συνδυάζει την ιστορία των μαθηματικών και το διδακτικό παιχνίδι
διατηρώντας τα ειδικά χαροκτηριστικά και τα πλεονεκτήματα και των δύο αυτών
προσεγγίσεων. Το παιχνίδι αποτελεί το μέσο και η ιστορία τον τρόπο με τον
οποίο μπορεί να πραγματοποιηθεί η διδασκαλία των μαθηματικών σε ένα
αυθεντικό πλαίσιο που να έχει νόημα για τους μαθητές. Η ιστορία αποτελώντας
τη βάση στην οποία θα σχεδιαστεί το παιχνίδι είναι μια παιδαγωγική αφορμή για
την αξιοποίηση του παιχνιδιού ως διδακτικό εργαλείο με διεπιστημονικό αλλά
και διαθεματικό χαρακτήρα.
Μια τέτοιου τύπου ενοποίηση EmXEΙPEiTaI και στην παρούσα εργασία, της
οποίας σκοπός είναι η δημιουργία ενός μαθηματικού παιχνιδιού που να
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προωθεί τη διδακτική αξιοποίηση της ιστορίας και την εκπλήρωση
αυγκεκριμένων διδακτικών στόχων. Το παρόν παιχνίδι «Το νηαί των θησαυρών
και των μαθηματικών» λειτουργεί επαναληmικό για τις έννοιες και στρατηγικές
που αποτελούν την ύλη της Β' Γυμνασίου οπότε και απευθύνεται αε μαθητές
της Δευτεροβόθμιας Εκπαίδευαης. Βααίζεται στις περιπέτειες και τα ταξίδια μιας
πειρατίνας και στοχεύει στην ανακόλυψη κρυμμένου θησαυραύ. Οι μαθητές
χωρίζονται αε τρεις ομόδες και ακολουθούν με το καρόβι-πιόνι τους τις πιθονές
διαδρομές της Αραμπέλας Ντρόμμοντ με σκοπό τον τερματισμό του παιχνιδιού
και την απόκτηση του χόρτη εκείνου που απOKαλύmει τον κρυμμένο μες στους
αιώνες πολύτιμο θησαυρό. Όλες οι ομόδες περνόνε από τις ίδιες χώρες με
διαφορετική όμως σειρό και απαντόνε σε δακιμασίες του ίδιου βαθμού
δυσκολίας. Συγκεκριμένα περνόνε από τη Σόμο, την Αίγυπτο, τη Βαβυλώνα,
την Κίνα και την lνδία.
Οι δραστηριότητες αντιστοιχούν ατους σταθμούς που προσεγγίζει το
καρόβι κόθε ομόδας, καθορίζουν την πλοκή του παιχνιδιού και ταυτόχρανα
αποτελούν ιστορικές πηγές για τους μαθητές. Κόποιες φορές η προσοχή
επικεντρώνεται στις ιστορικές οmικές ενός θέματος και όλλες σε συγκεκριμένες
μαθηματικές ιδέες ανόλογα με τις ανόγκες κόθε δραστηριότητας. Σε κόθε
περίmωση όμως αποτελούν ζωντανό παραδείγματα σκέψης και περιέχουν το
χειρισμό κατόλληλων υλικών. Μέσα από το παιχνίδι δίνεται η ευκαιρία στους
μαθητές να αντιληφθούν τα μαθηματικό επιτεύγματα ως μια εξελικτική
διαδικασία, τον τρόπο που χρησιμοποιήθηκε η μαθηματική γλώσσα κατό τις
διόφορες χρονικές περιόδους, αλλό και να εξοικειωθούν με τα μαθηματικό
σύμβολα και τις μεθόδους που χρησιμοποιούνταν σε διαφορετικούς
πολιτισμούς. Με αυτό τον τρόπο μποραύν να συσχετίσουν την παλαιό με τη νέα
γνώση και να ανακαλύψουν τα πλεονεκτήματα και τα μειονεκτήματα μιας
μαθηματικής μεθόδαυ, που δεν χρησιμοποιείται πλέον.
Μόλις οι ομόδες ολοκληρώσουν τις τελευταίες δοκιμασίες, ένας χόρτης
θο αποκαλύψει το θησαυρό. Το νησί που δείχνει είναι φανταστικό και ο
θησαυρός δεν αποτελείται από λόφυρα και χρυσόφι. Τα παιδlό παίζοντας
ταξίδεψαν και ανακόλυψαν τα μαθηματικό μέσα στο χώρα και στο χρόνο της
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ιστορίος τους. Με λάφυρο λοιπόν τη γνώση έφτιοξαν το δικό στους θησαυρό,
ανεκτίμητο και μοναδικό.
Η ιστορία και η διδασκαλία των επιστημών
Οι εκπαιδευτικοί που ασχολούνται με τις επιστήμες έχουν επανειλημμένα
τονίσει το σημαντικό ρόλο που κατέχει η γνώση της ιστορίας της επιστήμης στη
δημιουργία μιας βάσης για την επιστημονική εκπαίδευση. Οι μαθητές πρέπει να
κατανοήσουν όχι μόνο τις βασικές έννοιες και αρχές μιας εmστήμης και το πώς
οι γνώσεις αυτές εφαρμόζονται αλλά και τα πολιτιστικά και κοινωνικά πλαίσια
μέσα στα οποία αυτή προχωρό. Πολλοί ερευνητές έχουν τονίσει ότι το να
αντιμετωπίσουμε την επιστήμη ως τμήμα του μεγαλύτερου κοινωνικού -
τεχνολογικού ιστού είναι ιδιαιτέρως σημαντικό για την επιστημονική εκπαίδευση
(Bybee, 1991). Για τους λόγους αυτούς η ενσωμάτωση της ιστορίας και της
φιλοσοφίας στο επιστημονικό πρόγραμμα σττουδών έχει πραωθηθεί από εθνικά
πρότυπα προγραμμάτων. Πολλές έρευνες έχουν γίνει για το πώς μια τέτοια
ενσωμάτωση έχει υλοποιηθεί Π.χ. με προσωπογραφίες διάσημων επιστημόνων
και παρουσιάσεις σημαντικών γεγονότων με τη μορφή χρονογραφημάτων ή με
προσομοιώσεις σημαντικών πειραμάτων (Kafai & GilIiIand - Swetland, 2000).
Πολλοί ερευνητές (Carey, 1985 Dήνer, 1985) έχουν μελετήσει τις δυσκολίες που
αντιμετωπίζουν τα παιδιά στην κατανόηση της επιστήμης και στη δημιουργία
δραστηριοτήτων που βοηθούν σε αυτήν. Ο Metz (1995) υποστηρίζει ότι με τη
χρήση στρατηγικών μεθόδων και κατάλληλων δραστηριοτήτων ακόμα και
νεαροί μαθητές μπορούν να κατανοούν την επιστήμη πράγμα που πριν μπορεί
να φάνταζε αδύνατο. Υπό αυτό το πρίσμα κατάλληλα επιλεγμένο ιστορικό υλικό
μπορεί να ενσωματωθεί σε επιστημονικές δραστηριότητες που αφορούν
μαθητές με βασικό επίπεδο γνώσεων (Kafai & GiIliland - Swetland, 2001).
Πολλές μεταρρυθμιστικές προσττάθειες, όπως το Project 2061, έχουν
τονίσει ότι η ιστορική γνώση πρέπει να σττοτελεί βασικό συστατικό του
επιστημονικού αλφαβητισμού. Αντιστοίχως και σε πρακτικό επίπεδο, οι
περισσότεροι δάσκαλοι εισάγουν ένα θέμα βασιζόμενοι στο ιστορικό του
υπόβαθρό και αφού το παρουσιάσουν περνούν σταδιακά στη σύγχρονη πλευρό
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του (Wandersee, 1985). Οι προσπάθειες αυτές, ωστάαο, αυχνά απλά
αντιπαραθέτουν παρά εναωματώνουν παιδαγωγικά την ιατορία της επιατήμης
με τις σύνχρανες έννοιες και διαδικασίες εκμάθησης και επομένως δεν ωθούν
τους μαθητές ατην κρίσιμη εξέταση για το πώς εmστημονικές ιδέες και
δlαδlKασlες αναmύσσονται. Όπως έχει τεκμηριώσει ο Matthews (1994) ένας
σημαντικός αριθμός παιδαγωγικών προσεγγίσεων και διδακτικών σχεδιασμών
έχουν avamuxθEi και βοηθούν ατην ενσωμάτωση της κοινωνΙΚΟ1'ατορlκής
κατανάησης της επιστήμης. Ο ΚIΟΡΙθΓ (1969) διέκρινε τέσσερις διαφορετικές
προσεγγίσεις:
1. Μελέτη ιατορικών περιmώσεων ατις οποίες οι μαθητές θα
ακολουθήσουν την εξέλιξη βασικών επιατημονικών ιδεών λεπτομερώς.
2. Μελέτη βιογραφιών και σχετική συζήτηση ατην τάξη.
3. Μελέτη πρωτότυπων lατορικών εγγράφων.
4. Δημιουργία ενός lατορικού πραγράμματος αττουδών, άπου κάθε μάθημα
αντανακλά και περιέχει την ιατορική εξέλιξη επιατημονικών ιδεών.
Οι μελέτες θεμάτων ατο Harνard είναι από τις πιο εmτυχημένες και
γνωστές εφαρμογές που βοήθησαν την εισαγωγή προmυχιακών φοιτητών ατη
φυσική με διδασKαλlα απά ένα ιστορικό πρίσμα (ΚΙΟΡΙθΓ & CooIey, 1963).
Η ιστορία στα προγράμματα σπουδών
Ο ιστορικός προσανατολισμός στις μαθηματικές και
ετπστημονικές εκπαιδευτικές έρευνες
Δεν είναι λίγες οι εκπαιδευτικές έρευνες στον τομέα των μαθηματικών και
της επιατήμης που έχουν συμπεριλάβει αρκετές lατορlκές μελέτες για την
προέλευση και τη γένεση των μαθηματικών και επιστημονικών εννοιών.
Οι έρευνες αυτές έχουν αποδειχθεί καρποφόρες ατο σχεδιασμό των
προγραμμάτων οπουδών, στη δημιουργία πειραματικών περιβαλλόντων
μάθησης και δlδασKαλlας και στο σχηματισμά πολλών γνωστικών θεωριών.
7
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
09/12/2017 00:38:43 EET - 137.108.70.7
Τα πορίσματα των Piaget και Vygotsky «αναγκάζουν» τους
εκπαιδευτικούς να εξετάσουν την ιστορική, κοινωνική και πολιτιστική γένεση του
συνόλου της επιστημονικής γνώσης (Confrey, 1994).
Η χρήση της ιστορίας των μαθηματικών και της επιστήμης στην
εκπαιδευτική έρευνα έχει βασικό στόχο την ενσωμάτωσή της στα προγράμματα
αττουδών, ξεκινώντας από τον μερικό εμπλουτισμό τους και φτάνοντας στη
ριζική μεταρρύθμισή τους. Συγκεκριμένα, η δέσμευση της ιστορικής και
εκπαιδευτικής έρευνας επικεντρώνεται σε τρεις βασικές προσεγγίσεις:
1. Το ιστορικό υπόβαθρο μπορεί να προστεθεί στα παραδοσιακά
προγράμματα αττουδών, που ήδη χρησιμοποιούνται κυρίως για να εμπνεύσει
τους μαθητές, ώστε να προσδώσουν στα μαθηματικά και την επιστήμη ένα
ανθρωπιστικό πρόαωπο, αλλά και για να δώσει μια ιδέα της θέσης τους στον
πολιτισμό.
2. Η χρήση του ιστορικού υλικού και κυρίως πρωτότυπων ιστορικών πηγών
προσφέρει μια εκ των έσω ματιά στις προβληματικές καταστάσεις και στα
διανοητικά περιβάλλοντα που οδήγησαν στη γένεση μιας επιστημονικής
έννοιας, εστιάζοντας στις εναλλακτικές και διαφορετικές απόψεις που δεν
υπάρχουν πλέον στα τυποποιημένα σύγχρονα προγράμματα αττουδών αλλά θα
μπορούσαν να αναβιώσουν υπό το πρίσμα των νέων εκπαιδευτικών
καταστάσεων.
3. Μελέτη της ευρύτερης κοινωνικής ιστορίας στα πλαίOlα της οποίας οι
αυθεντικές ιστορικές πηγές των μαθηματικών και της επιστήμης
ενσωματώνονται στα παραδοσιακά προγράμματα αττουδών προκειμένου να
φανεί πώς ορισμένες απόψεις και επιστημονικές ιδέες αξιολογήθηκαν και
αντικατέστησαν άλλες στην πορεία των χράνων. Με τον τράπο αυτό το ιστορικό
υλικό φυλάσσεται και διατηρείται στους κόλπους των προγραμμάτων, η επιλογή
των οποίων υπονοεί την εκήμηση και την αξία που αποδίδεται στην ίδια την
ιστορία των επιστημών (Dennis, 2000).
Αυτές οι τρεις κατευθύνσεις για την ιστορική και εκπαιδευτική έρευνα
μπορούν να συνοψιστούν και να αποδοθούν ως πλαίσιο, περιεχόμενο και
κριτική.
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Με άλλα λόγια, η πρώτη προαέγγιαη παρέχει στους μαθηJtς ένα
πολιτιστικό πλαίσιο για τα υπάρχοντα προγράμματα σττουδών. Η δεύτερη
εφοδιάζει τους ερευνητές με νέες ιδέες και προτάαεις για τα προγράμματα
σττουδών και για το σχεδιασμό των μαθησιακών περιβαλλόντων. Τέλος, η τρίτη
προσέγγιση προαφέρει στους ερευνητές τη δυνατότητα να αακήσουν μια ευρεία
κριτική στα υπάρχοντα διδακτικά προγράμματα, προκειμένου να
επαναπροσανατολιστεί η εκπαίδευση και να επαναπροαδιοριστεί αύμφωνα με
τους στόχους και τις ανάγκες της αύγχρονης κοινωνίας.
Κάθε μια από τις τρεις παραπάνω προσεγγίσεις επιτάασει ένα αρκετά
διαφορετικό θεωρητικό πλαίσιο εφαρμογής της.
Η πρώτη προσέγγιση βασίζεται σε μια προοδευτική απολυταρχική
θεώρηση της επιστήμης. Μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να ενισχύσει τα
παραδοσιακά προγράμματα σττουδών χωρίς να απαιτούνται ιδιαίτερο μεγάλες
αλλαγές. Εντούτοις, όταν γίνονται προσεκτικά, κάποιες αλλαγές στο
περιεχόμενο και στις παιδαγωγικές μεθόδους που χρησιμοποιούνται, αυτές
είναι αναπόφευκτες. Η δεύτερη προσέγγιση προκύmει από τις εργασίες Piaget
και τους ριζοσπάστες ΚΟνστΡΟυκτιβισJtς και απαιτεί τον σχεδιασμό καινοτόμων
προγρομμάτων σττουδών και περιβαλλόντων μάθησης που βασίζονται στη
γενετική επιστημολογία (Piaget & Garcia, 1989).
Εντούτοις, μέσα σε αυτήν την προσέγγιση, η ιστορική γένεση συνήθως
λαμβάνεται ως ιστορία των ιδεών και των εννοιών αυτών καθαυτών
διαφοροποιημένες κατά ένα μεγάλο μέρος από το ευρύτερο κοινωνικό πλαίσιο.
Η τρίτη προαέγγιση είναι συνδεδεμένη περισσότερο με ένα θεωρητικό πλαίσιο
όπου κυριαρχούν οι ιδέες του Vygotsky και όπου η γένεση της γνώσης
θεωρείται ως κοινωνική κατασκευή (Wertsch, 1985).
Όλες αυτές οι προσεγγίσεις έχουν ορισμένα πλεονεκτήματα και οφέλη
και δεν είναι αμοιβαία αποκλειόμενες από την άποψη της προκτικής εφορμογής
τους στις σχολικές τάξεις, ακόμη κι αν είναι δύσκολο ή αδύνατο να
συμφιλιωθούν οι διαφορές τους ως προς το θεωρητικό πλαίσιο (Confrey, 1994).
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Ιστορικό υπόβαθρο ως προσθήκη στα παραδοσιακά
προγράμματα σπουδών
Ο Jahnke (1994) τονίζει τη σημασlα των μαθηματικών και της ύπαρξής
τους μέσα σε έναν πολιτιστικό πλαίσιο. Υποστηρίζει ότι οι μσθητές κυρlως της
δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης πρέπει νσ έχουν άμεση επαφή με το κστάλληλο
ιστορικό υλικό και ενδεχομένως με μερικές αυθεντικές ιστορικές πηγές που
συμπληρώνουν και διαφοροποιούν εννοιολογικά τσ παροδοσισκά
προγράμματσ σττουδών. Εάν τα μαθηματικά απογυμνώνονται και διαχωρlζονται
εξ ολοκλήρου από τις ιστορικές τους ρlζες και καταβολές, με λlγα λόγια από το
πολιτιστικό τους πλαίσιο (όπως ο Jahnke αποκαλεί "fast food mathematics"),
δεν μπορούν να εκτιμηθούν πλήρως ούτε να κατανοηθούν εξ ολοκλήρου.
Υποστηρlζει την επαφή των μαθητών με τα ερωτήματσ κσι τσ προβλήματσ που
οδήγησαν στη γένεση των μαθηματικών, και τη θεωρεί ως ένα σημαντικό, αλλά
ξεχωριστό, μέρος των προγρομμάτων σττουδών που δεν αλλάζει πλήρως το
περιεχόμενο ή την παιδαγωγική τους κατεύθυνση. Ένας μαθηματικός κσι
συνάμα ιστορικός όπως ο Jahnke προτείνει τη χρήση του κατάλληλου ιστορικού
υλικού που θο δισφωτίσει και θο τοποθετήσει πολιτιστικά σημσντικές έννοιες
των μαθηματικών, τονlζοντσς πσράλληλσ τη σωστή και προσεκτική εmλογή
του. Πρόσφατσ, πολλά μσθηματικά βιβλlα και εγχειρίδισ εmστήμης έχουν
αρχίσει να περιλαμβάνουν συνοmικά ιστορικά κομμάτια, συνήθως βιογροφικά,
ενώ δυστυχώς πολλά από αυτά εlνσι υπεραπλουστευμένα, παραπλανητικά, ή
ανακριβή. Γι' αυτό και η χρήση της ιστορίας απαιτεί ιδιαίτερη προσοχή κσι
γνώση της ιστορικής προέλευσης ενός θέμστος (Dennis, 2000).
Η μελέτη της ιστορlας μπορεl να είναι μια μεγάλη ενίσχυση στην
επανεξέταση των προγρσμμάτων σττουδών ειδικά όταν συνδυάζεται με άλλες
εκπαιδευτικές ερευνητικές μεθόδους και όταν εφσρμόζετσι με σεβασμό κσι
προσοχή στον εντοπισμό και την ερμηνείσ των κατάλληλων ιστορικών πηγών.
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Ιστορία και Μαθηματικά
Η μόθηση των μαθηματικών δεν αυμπεριλαμβόνει μόνο την μόθηση και
τη σωστή χρήση των συμβόλων, των εννοιών και των θεωρημότων, αλ/ό την
κατανόηση και συνειδητοποίησή τους σαν ένα σύστημα γνωστικό μεν, αλ/ό
κοινωνικό και πολιτισμικά προσδιορισμένο.
Με αυτήν την οπτική, η διδασκαλία τους δεν αποτελεί μια απλή
σττοκόλυψη ενός καλό οργανωμένου αξιωματικού συστήματος, αλ/ό
μετατρέπεται σε ένα πιο σύνθετο εγχείρημα. Θα πρέπει να δίνει στους μαθητές
την ευκαιρία να εμπλέκονται ενεργό σε μια μαθηματική κατασκευή, να
οικοδομούν οι ίδιοι τη μαθηματική γνώση για τον εαυτό τους και όχι να τα
αντιμετωπίζουν ως ένα τελικό και δεδομένο προ-Ιόν. Έτσι μπορούν να
συνειδητοποιήσουν και να εκτιμήσουν τα μαθηματικά σαν ολότητα,
κατανοώντας τη σύνθετη φύση τους τόσο ως επιστημονικός κλόδος όσο και ως
πολιτιστική δραστηριότητα. Τα μαθηματικό δεν πρέπει πλέον να διδόσκονται
στο σχολεΙο απλό ως ένα επιστημονικό εργαλείο, αλ/ό ως ένα δυναμικό πεδίο
που έχει τις ρίζες του σε πολ/ούς και διαφορετικούς πολιτισμούς. Αυτό μπορεί
μόνο να επιτευχθεί εόν οι μαθητές μπορούν να διακρίνουν τη σχετικότητα
αυτών που μαθαίνουν, να οικοδαμούν τη μαθηματική γνώση μόνοι τους ή να
μελετούν το πώς ΟΙ όλ/οι, συμπεριλαμβανομένων και των προγόνων τους,
κατασκεύασαν τα δικό τους μαθηματικό (Fung & Wong, 1998). Κότω σττό αυτό
το πρίσμα, η χρήση της ιστορίας των μαθηματικών στη διδασκαλία τους είναι
ανσττόφευκτη. Όπως επισημαίνεται από τον Swetz (1994:31), η ιστορία των
μαθηματικών μπορεΙ να παρέχει στους μαθητές «μια αίσθηση της παρόδοσης,
της συμμετοχής και του ανήκειν.... Με την ενσωμότωση της ιστορίας στη
μαθηματική εκπαίδευση, η διδασκαλία μπορεί να ελαπώσει τον ακυρωτικό
μυστικισμό τους. Τα μαθηματικό δεν είναι κότι μαγικό ούτε κότι εξωγήινο».
Αναγνωρίζοντας την παιδαγωγική αξΙα της ιστορίας, αρκετές
εκπαιδευτικές έρευνες που αφορούν το πεδίο των μαθηματικών έχουν
υιοθετήσει ιστορικές μελέτες για την προέλευση των μαθηματικών και
επιστημονικών εννοιών. Οι μελέτες αυτές έχουν αποδειχθεί ιδιαίτερα
καρποφόρες στο σχεδιασμό των προγραμμότων σπουδών, στη δημιουργία
11
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
09/12/2017 00:38:43 EET - 137.108.70.7
εναλλακτικών περιβαλλόντων διδασκαλίας και στο σχηματισμό σύγχρονων
παιδαγωγικών θεωριών.
Η διδασκαλία των μαθηματικών μπορεί να εμπλουτιστεί και να βελτιωθεί
σημαντικά μέσα από την ενσωμάτωση της ιστορίας στην εκπαιδευτική πράξη.
Κατά τον Fried (2001) η ιστορία των μαθητικών είναι σημαντική για τη
διδασκαλία για τρεις βασικούς λόγους
1. Η ιστορία των μαθηματικών «εξανθρωπίζει» τα μαθηματικά. Υπό αυτό το
πρίσμα η ιστορία των μαθηματικών αντιμετωπίζεται ως μια ενθαρρυντική
πολυπολιτισμική προσέγγιση που δίνει στους μαθητές έναν ιστορικό ρόλο και
που συνδέει τη μάθηση των μαθηματικών με τα ανθρώπινα κίνητρα και
συναισθήματα.
2. Προσφέρει μια ποικιλία θεμάτων στη διδασκαλία, μειώνει τον φόβο των
μαθητών απέναντι στα μαθηματικά και δίνει μια αίσθηση της θέσης που
καταλαμβάνει η επιστήμη των μαθηματικών στην κοινωνία. Με λίγα λόγια,
καθιστά τα μαθηματικά πιο ενδιαφέροντα, πιο κατανοητά και πιο προσιτά.
3. Προσφέρει μια εκ των έσω ματιά και μια διορατικότητα σε μαθηματικές
έwοιες, προβλήματα και στη διαδικασία επίλυσης προβλημάτων. Η προσέγγιση
αυτή έχει διαφορετική σημασία όταν αναφεράμαστε στη σττουδαιότητα της
ιστορία των μαθηματικών για τους δασκάλους και στη σττουδαιότητα που έχει
για τους μαθητές. Στην περίmωση των δασκάλων υποστηρίζεται ότι η
εκμάθηση ενός μαθηματικού θέματος ακολουθεί μια πορεία παράλληλη με την
ιστορική πλευρά του θέματος. Για τους μαθητές η ιστορία προσφέρει ένα
πλαίσιο μέσα στο οποίο παρέχονται εναλλακτικές προτάσεις για την επίλυση
μαθηματικών προβλημάτων και παρουσιάζονται οι σχέσεις μεταξύ των
μαθηματικών εwοιών, των ορισμών αλλά και των εφορμογών τους.
Η συμβολή της ιστορίας στη διδασκαλία των μαθηματικών
Οι Τζανακης & Arcavi (2000) προτείνουν μια ταξινόμηση για την συμβαλή
της ιστορίας των μαθηματικών, οριοθετώντας την σε πέντε βασικές περιοχές.
Ειδικότερα, η παιδαγωγική αξιοποίηση της ιστορίας των μαθηματικών συμβάλει:
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1. Στη μάθηση των μσθηματικών.
2. Στη συνειδητοποlηση της φύσης των μαθηματικών και της μαθηματικής
δραστηριότητας.
3. Στη βελτίωση των διδακτικών ικανοτήτων των εκπαιδευτικών
ενισχύοντας το παιδαγωγικό τους ρεπερτόριο.
4. Στην αλλαγή της στάσης των μαθητών αττtναντι στα μαθηματικά.
5. Στη θεώρηση των μαθηματικών ως μια ανθρώπινη δραστηριότητα σε ένα
ευρύτερο πολιτισμικό πλαίσιο ανάπτυξής της.
1. Η μάθηση των μαθηματικών
• Ιστορία και οργάνωση της μαθηματικής γνώσης
Στους κόλπους της μαθηματικής επιστήμης, οι αρχές και οι νόμοι
οργανώνονται με έναν αυστηρά αξιωματικό τρόπο και με κυρίαρχη τη λογική της
απόδειξης. Από τη στιγμή λοιπόν που θα γεννηθεί μια μαθηματική ιδέα
σταδιακά επεκτείνεται και πλαισιώνεται με νέες τεχνικές που εφαρμόζονται με
σκοπό να ωριμάσει και τελικά να καταγροφεί. Οπως λέει και ο Freudenthal
(1983) «καμία μαθηματική ιδέα δεν καταγράφηκε - εκδόθηκε με τον ίδιο
ακριβώς τρόπο που αυτή ανακαλύφθηκε».
Οι νέες έννοιες με το πέρασμα των χρόνων, προστlθενται συσωρευτικά
στο ευρύτερο σώμα της μαθηματικής γνώσης ακολουθώντας μια γραμμική
πορεία ανάπτυξης και οργάνωσης.
Μέσα από την παραπάνω διασύνδεση, η ιστορία μπορεί να βοηθήσει να
αποκαλυφθούν οι συνθήκες εκείνες που σηματοδότησαν την έναρξη και τη
δημιουργία μιας μαθηματικής ιδέας, καθώς επίσης και την πορεία εξέλιξης και
τελικά μετουσίωσής της σε μαθηματική γνώση. Σε αυτό το πλαίσιο, η μάθηση
των μαθηματικών ευνοείται μέσα από τη γνωριμlα με τα προβλήματα εκεlνα του
φυσικού και κοινωνικού κόσμου. που αποτέλεσαν κάποτε το κίνητρο για τη
δημιουργία μιας μαθηματικής ιδέας ή/και έννοιας, η οποlα με τη σειρά της
ανστττύχθηκε για να δώσει ικανοποιητικές απαντήσεις στους παραπάνω
προβληματισμούς.
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• Η ιστορΙα ως πηγή θεμάτων
Η ιστορlα πρoσφtρει μια γκάμα θεμάτων που μπορούν να
χρησιμοποιηθούν στη διδασκαλία με σκαπό να κινητοποιήσουν το ενδιαφέρον
των μαθητών. Ερωτήσεις, προβλήματα και γενικές πληραφορίες παυ
περιγράφουν την ιστορική εξέλιξη ενός μαθηματικαύ θέματος είναι δυνατό να
αντικαταστήσαυν τις ασκήσεις και τις δραστηριότητες που σχεδιάζανται σκόπιμα
για το μάθημα. Πια συγκεκριμένα, πληροφορίες για τη ζωή και το έργο ενός
μεγάλου μαθηματικού, συζητήσεις γύρω από την αιτία και την αφορμή που έγινε
η ανακάλυψη για παράδειγμα ενός θεωρήματας αττατελούν προαττάθειες
αξιόλογες τόσο ως προς το περιεχόμενο, όσο και ως προς το ενδιαφέρον και το
κίνητρα που δΙναυν στους μαθητές για να συμμετέχουν στο μάθημα. Αυτού του
είδαυς αι οmικές σίγουρα δείχναυν πιο ενδιαφέρουσες και πρωτότυπες από τις
συνηθισμένες.
• Η ιστορία γέφυρα ανάμεσα στα μαθηματικά και σε άλλους
mιστημονικούς τομεΙς
Η ιστορία δημιουργεί διασυνδέσεις ανάμεσα σε διαφορετικούς ταμείς των
μαθηματικών, αλλά και ανάμεσα στα μαθηματικά και σε άλλες επιστήμες
(Τζανάκης, 1999). Για παράδειγμα, η εξιστόρηση γεγονότων παυ αφορούν την
ανακάλυψη των άρρητων αριθμών, ενός νέου για την τότε εποχή συνόλου, η
αναφορά στο έργο του Ευκλείδη και αι κλάδοι της γεωμετρίας Ευκλείδειας και
μη, η έμφαση στο πέρασμα αττό την Αριθμητική στον πρωτεύοντα κλάδο των
μαθηματικών, την Άλγεβρα, με τη χρήση των αρνητικών αριθμών και των
μεταβλητών. Ταυτόχρανα, συσχετίσεις πραγματοποιούνται με την έμφαση στη
συμβολή των μαθηματικών στην εξέλιξη άλλων επιστημών και αντιστρόφως.
Όπως οι επιδράσεις που έχει δεχθεί η εξέλιξη του διανυσματικού λογισμού αττό
την επιστήμη της φυσικής, οι εφαρμογές των κωνικών τομών σε διάφορους
κλάδους της εmστήμης της τέχνης και της τεχνολογίας, αλλά και η σχέση των
μαθηματικών με τη φιλοσοφία μελετώντας τους Αρχαίους φιλόσαφους από ταν
Πλάτωνα και τον Αριστοτέλη έως τα Θαλή και ταυς Πυθαγόρειους. Έται η
αξιοπαlηση της μαθηματικής ιστορlας στη διδασκαλία έχει τη δυνστότητα να
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δημιουργεί συσχετίσεις ανάμεσα σε τομείς που αρχικά μπορεί να δείχνουν
ακόμη και ασυμβίβαστοΙ.
• Η ευρύτερη παιδαγωγική αξία της ιστορίας
Οι μαθητές που καταπιάνονται με διαθεματικά σχέδια εργασίας γύρω
από τα μαθηματικά και την ιστορία τους ή έστω απλtς εργασίες ιστορικά
προσανατολισμένες αναmύσσουν πλείστες δεξιότητες που δεν σχετίζονται
μόνο με τη μαθηματική τους ανάmυξη αλλά είναι ευρύτερου τύπου, όπως Π.χ.
συγγροφικές, βιβλιογραφικής αναζήτησης, συζήτησης, ανάλυσης και
επεξεργασίας δεδομένων, και λοιπά (Τζανάκης, 2000).
2, Η συνειδητοποίηση της φύσης των μαθηματικών και της
μαθηματικής δραστηριότητας
• Περιεχόμενο
Η παρουσίαση ιστορικό σημαντικών ερωτήσεων και προβλημάτων που
απασχόλησαν την κοινωνία και έθεσαν τις βόσεις για τη δημιουργία
μαθηματικών ιδεών και εν/αιών, προκειμένου να δοθούν απαντήσεις σε αυτά,
μπορούν να διαμορφώσουν μια ακριβέστερη άποψη και θεώρηση της φύσης
των μαθηματικών, ως προς το περιεχόμενο, και της μαθηματικής
δραστηριότητας γενικότερο. Οι εναλλακτικές λύσεις, τα λάθη, τα παράδοξα, οι
αντιφάσεις, οι παρονοήσεις και πολλά τυφλά σημεία που διατυπώθηκαν κατά
τους αιώνες προκειμένου να δοθούν απαντήσεις σε τέτοιου είδους προβλήματα,
όχι μόνο απενοχοποιούνται μέσα από τη διδασκαλία τους, αλλό καθίσταται
άμεσα σαφές στους μαθητές ότι όλα τα παραπόνω αποτελούν ένα
αναπόστταστο κομμάτι των μαθηματικών στην πρόξη τους (Arcavi et. ΑΙ, 1982,
1987). Ταυτόχρονα, οι μαθητές μέσα από μια τέτοιας μορφής διδασκαλία,
ενθαρρύνονται να θέσουν τις δικές τους ερωτήσεις και τους δικούς τους
προβληματισμούς, να κάνουν υποθέσεις και απορρίπτοντας ή επιβεβαιώνοντός
τες να δώσουν τις δικές τους απαντήσεις. Eπιπλtoν, η ιστορία ως διδακτική
επιλογή δείχνει τόσο στους μαθητές, όσο και στους δασκάλους την ανατρεmική
φύση της μαθηματικής γνώσης και τον δισχρονικό χαρακτήρο των βασικών
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μετα-εννοιών, όπως είναι η απόδειξη, η μαθηματική εικασία, οι ευρετικές, σκόμη
κσι το λόθος (Ransom el aI, 1991 Barbin, 1996 Tzanakis & Arcavi, 2000 ).
• Μορφή
Τα μαθηματικό εξελίσσονται όχι μόνο ως προς το περιεχόμενό τους,
αλλό κσι ως προς τη μορφή τους, τον συμβολισμό, την ορολογία, τις
υπολογιστικές μεθόδους, τον τρόπο έκφρασης και ανστταρόστασής τους. Η
ιστορία βοηθόει τους μαθητές νσ αντιληφθούν την εξελικτική αυτή διαδικασία,
τον τρόπο που χρησιμοποιήθηκε η μαθηματική γλώσσα κατό τις διόφορες
χρονικές περιόδους, αλλό και νσ εξοικειωθούν με τα μαθηματικό σύμβολα και
τις μεθόδους που χρησιμοποιούνταν σε διαφορετικούς πολιτισμούς. Με αυτό
τον τρόπο μπορούν να συσχετίσουν την παλαιό με τη νέα γνώση και να
ανσκαλύψουν τα πλεονεκτήματα και τα μειονεκτήματσ μιας μαθηματικής
μεθόδου, που μπορεί και να μην χρησιμοποιείται πια. Ένα τέτοιο παρόδειγμα
σττοτελεί ο αλγόριθμος υπολογισμού της τετρσγωνικής ρίζσς ενός αριθμού
όπως σττεικονίζεται σε σωζόμενες Βαβυλωνιακές πινακίδες του 2000πΧ
Εξίσου αξιόλογο παρόδειγμα αποτελεί η έννοισ της εξίσωσης ως προς
την ιστορική εξέλιξη και χρήση των συμβόλων και της μαθηματικής γλώσσας
γενικότερα. Ενώ λοιπόν οι αρχαίοι Αιγύmιοι και Βαβυλώνιοι ήξεραν νσ λύνουν
εξισώσεις, δεν χρησιμοποιούσαν μετσβλητή για τον όγνωστο, πρόγμα που έγινε
πολύ αργότερα από το Διόφαντο γύρω στο 250 μ.Χ. Ακόμσ δεν
χρησιμοποιούσαν τα σύμβολα (=), (+) και (-). Τα σύμβολο της ισότητας (=)
πρωτοεμφανίστηκε γύρω στο 1557 σττό τον Αγγλο μαθηματικό Recorde, ενώ τα
(+) και (-) καθιερώθηκαν από το Γερμανό μαθηματικό Widmann γύρω στο 1489.
Από την αριθμητική με την προσθήκη των αρνητικών αριθμών και τη
χρησιμοποίηση των μεταβλητών δημιουργείται μια γενικευμένη αριθμητική που
ονομόζετσι Άλγεβρα.
Στην Άλγεβρα οι μεταβλητές μας βοηθούν στο σχημστισμό μιας
«μαθηματικής γλώσσσς., της οποίσς ο κύριος κορμός είνσι οι εξισώσεις. Όπως
έγραψε ο μεγόλος Άγγλος μαθηματικός, φυσικός και αστρονόμος Νεύτωνας
(Newton, 1642-1727 μΧ) στο βιβλίο της Άλγεβρας «Arithmetica UnIversalis.
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«για να εξετάαουμε ένα αριθμητικό πρόβλημα ή πρόβλημα σχέσεων μεταξύ
μεγεθών, σρκεl να το μεταφράσουμε από την καθημερινή γλώσσσ στη γλώσσα
της Άλγεβρας». Τέτοιου εlδους παράδειγμσ μετάφρασης από τη συνήθη
γλώσσα στην αλγεβρική αποτελεί το ιστορικό πρόβλημα που αναφtρεται στο
βίο και την ηλικlα του Έλληνα μαθηματικού Διόφαντου.
3. ΟΙ διδακτικές ικανότητες των εκπαιδευτικών
Με τη διδασκαλlα της ιστορίας και μέσα από την προσττάθεια
παρουσlασης και αναβίωσης της ιστορικής εξέλιξης συγκεκριμένων
μαθηματικών θεμάτων με τον κατάλληλο διδοκτικά τρόπο, δlνεται η δυνατότητα
στους εκπαιδευτικούς:
., Να αναδεlξουν τα κίνητρα και τις αφορμές που σηματοδότησαν τη
δημιουργία και ανάπτυξη μιας μαθηματικής ιδέας - έννοιας, με αποτέλεσμα τον
εμπλουτισμό της και τη μετουσlωση της τελικά σε γνώση. Αυτό εmτυγχάνεται με
τη μελέτη των κατάλληλων ιστορικών παραδειγμάτων με σκοπό την ενlσχυση
των μαθητών στην κατανόηση της νέας μαθηματικής γνώσης.
., Να εντοπίσουν τις δυσκολίες και τις παρανοήσειςπου lσως αναδειχθούν
μέσα από τη μελέτη της ιστορlας και που μπορεί να εμποδίσουν τόσο τη
διδασκαλίαόσο και τη μάθηση.
., Να προσαρμόσουνένα θέμα στις ανάγκες και στο γνωστικόεπίπεδο των
μαθητών κάθε ηλικίας. Ένα θέμα, όσο απλό κι αν δεlχνει, στην ουσlα είναι το
αποτέλεσμα μιας μακράς πορεlας και εξέλιξης μέσα στο χρόνο, η
συνειδητοποίηση της οποίας, απαιτεl μια μαθηματική - γνωστική ωριμότητα
που ίσως οι μαθητές να μην διαθέτουν ακόμη, λόγω του νεαρού της ηλικlας
τους. Η διδακτική υποστήριξή του λοιπόν από την ιστορία δημιουργεl εκεlνες τις
συσχετlσεις και τις εννοιολογικές παραπομπές που υποτlθεται πως
πραγματοποιούνται στο μυαλό των μαθητών, με στόχο την πληρέστερη
κατανόηση του .
., Να εμπλουτlσουν το διδακτικό τους ρεττερτόριο με νέες ιδέες και
πρωτότυπους τρόπους παρουσίασης ενός θέματος. Διευρύνουν τις επιλογές
τους σε παραδεlγματα και ασκήσεις αυξάνοντας τόσο το δικό τους ενδιαφέρον
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όσο κσι των μοθητών τους. Έχοντσς λοιπόν τη δυνστότητο νσ διαλtξoυν
ποικΙλσ θέματα σπό ένσ ευρύ φόσμα, όπως εΙνσι συτό της ιστορίας, μπορούν
να δημιουργήσουν εναλλακτικές προσεγγίσεις και ιδιαίτερους τρόπους
επΙλυσης προβλημότων.
./ Να διδόξουν θέμστα με ιδιαΙτερο ιστορικό βόρος, που σττοτελούν
ανσττόσττσστσ κομμότια του «μσθημστικού μας πολιτισμού. με σποτέλεσμανσ
σπσιτεΙται πολλές φορές η αποκρυmογρόφησηκσι κατσνόησή τους, αφού ο
τρόπος που σναλύονται και εκφρόζονταιεΙνσι κόθε όλ/ο πσρό σύγχρονος.Έτσι
ασκούντσι στα νσ χειρΙζονται τσ θέματα συτό με ιδιαίτερη ευσισθησΙα και
σεβασμό στην ιστορική τους σξΙα, ανστπύσσοντσς έναν διαφορετικό μη
συμβατικό και «ιδΙOσUΓKρασιαKό. τρόπο να εκφρόζουν ιδέες και νσ λύνουν
προβλήμστα.Οι Ιδιες δυνστότητεςδίνονται εξίσου κσι στους μαθητές (Τζσνόκης
& Arcavi, 2000).
4. Η στάση απέναντι στα μαθηματικά
Η ιστορία παρέχει μοντέλα ανθρώπινης δραστηριότητας, που οδηγούν
τους μαθητές, με φυσικό τρόπο, στη συνειδητοποίηση των παρακότω:
./' Τα μαθηματικό δεν αποτελούν ένα ψυχρό και απρόσωπο σύνολο από
αλήθειες, αλλό μία ανθρώπινη, διανοητική κατασκευή, που συνεχώς
εξελΙσσεται.
./' Την αξΙα του να επιμένεις, νσ ερευνός, να θέτεις ερωτήσεις και εικασίες,
νσ σπορρίmεις και να επιβεβαιώνεσαι και γενικώς να αναmύσσεις ένα
δημιουργικότρόπο σκέψης και διερεύνησης.
./' Να μην απογοητεύονταισπό τα λόθη, τις παρανοήσειςή τις ασόφειες και
την αποτυχία, αφού οι δυσκολίες αυτές σττοτέλεσαν ζωντανό παρόδειγμα
έμπνευσηςκαι έναυσμα για το έργο μεγόλων μαθηματικών.
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5. Η θεώρηση των μαθηματικών μέσα σε ένα πολιτισμικό
πλαίσιο ανάπτυξής τους
Τα μαθηματικά ως μια αυνεχώς εξελιασόμενη πνευματική διαδικασία
είναι στενά συνδεδεμένη με τις επιστήμες, την κοινωνία και τον πολιτισμό.
'" Μέσα από τη λεπτομερή μελέτη των ιστορικώνπαραδειγμάτων,δίνεται η
δυνατότητα στους μαθητές να αποσαφηνίσουντα κριτήρια, τα κίνητρα αλλά και
τους λόγους που αναmύχθηκαντα μαθηματικά.Με σκοπό την ανάmυξη και τη
θεμελίωση της καθαυτού εmστήμης των μαθηματικών, με κριτήρια αισθητικά,
αλλά και με κίνητρο τη διανοητικήπεριέργεια, την πρόκληση του ανεξήγητου και
ταυτόχρονα την ικανοποίηση που προσφέρει η ευχαρίστηση της ίδιας της
δημιουργίας(Τζανάκης, 1997).
'" Η ιστορία επίσης παρέχει παραδείγματα που αποδεικνύουν ότι η
επιστημονική ανάmυξη των μαθηματικών, ανεξάρτητα από τους λόγους
επίτευξής κάθε φορά, επηρεάστηκε σημαντικά ή ακόμη και καθορίστηκε κατά
ένα μεγάλοποσοστόαπό κοινωνικούςκαι πολιτισμικούςπαράγοντες(Τζανάκης
& Arcavi, 2000).
'" Τα μαθηματικά στην πιο μοντέρνα τους εκδοχή αντιμετωπίζονται ως
προϊόν της δυτικής κουλτούρας. Μέσα όμως από τη συστηματική μελέτη της
ιστορίας δίνεται η ευκαιρία τόσο στους δασκάλους όσο και στους μαθητές να
γνωρίσουν μαθηματικές προσεγγίσεις που αναmύχθηκαν σε διαφορετικούς
πολιτισμούς, να αναγνωρίσουν την αξία τους και τον σττουδαίο ρόλο που
έπαιξαν στην ευρύτερηανάmυξητης μαθηματικήςεπιστήμης.
Με ποιουςτρόπους η ιστορίατων μαθηματικώνμπορείνα
ενσωματωθείστη διδασκαλία
Οι διάφοραι τρόποι με τους οποίους μπορεί να γίνει η εισαγωγή της
ιστορίας των μαθηματικών στο σχολικό πρόγραμμα περιλαμβάνουν, κατά το
Fried (2001) δύο βασικές στρατηγικές. Η πρώτη υποστηρίζει τη διεύρυνση του
προγράμματος με ιστορικά ανέκδατα, συνοmικές βιογραφίες, ιστορικά
διλλήματα, προβλήματα Κ.α. Η στρατηγική της προαθήκης (strategy of s(Jdition)
όπως αυτή ονομάζεται πραγματοποιείται με την περιγραφή της ζωής και του
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έργου διάσημων μαθημοτικών στο πλοίσιο του μοθήματος. Ο Swetz (1995)
προτεΙνει τη χρήση ιστορικών προβλημάτων και τη διαδικασΙα επίλυσής τους ως
παράδειγμσ της στρατηγικής αυτής. Συγκεκριμένα προτεlνει την εστίαση του
μαθήματος γύρω από τέτοιου είδους προβλήματα, τη μελέτη τους ως θέματα
αυτά καθαυτά και για ακόμη περισσότερη αποτελεσματικότητα τον εμπλουτισμό
της διδασκαλίας και των εργασιών που επιτελούνται μέσα στη σχολική τάξη με
ιοτορικά ποραδείγματα. Οι δάσκαλοι που στοχεύουν στο «πράβλημο της
εβδομάδας» (probIem ΟΙ the week) θσ δισπιστώσουν ότι τα προβλήματα σπό
την ιστορlα των μαθηματικών ταιριάζουν σπόλυτσ με το στόχο τους (Swetz
1995, σ. 33). Ένο ιστορικό παράδειγμα χρησιμεύει για να παρακινήσει το
ενδιαφέρον των μοθητών, νο επεξηγήσει, ή/κοι να διαφωτίσει το θέμο του
μοθήματος, χωρΙς ουτό να σημαίνει ότι το ίδιο το θέμο ουτό καθαυτό διδάσκετοι
απαραιτήτως με πρωτεύον μέλημα την ιστορία. ΠαραδεΙγματος χάρη, κατά τη
διδασκαλία και μελέτη της τεχνικής συμπλήρωσης τετραγώνου ο δάσκαλος
χρησιμοποιεί την κλοσική μη-ιστορική εξήγηση κοι κάνει τις συνηθισμένες μη­
ιστορικές οσκήσεις. Το μάθημο θο μπορούσε να τελειώσει εδώ, όμως θα
μπορούσε νο εμπλουτιστεί κστά τον Swetz (Swetz, 1995:28) εισάγοντας κοι
πορουσιάζοντας τα Βοβυλωνιοκά προβλήματο στα οποίο πολ/οί μελετητές
αποδίδουν τις ρίζες της τεχνικής αυτής.
Η δεύτερη στρατηγική πρακτικά αλλάζει τον τρόπο με τον οποlο γίνεται η
πορουσίαση του υλικού του μοθήμοτος. Για παράδειγμο, χρησιμοποιείται η
ιστορική σνάmυξη στην περιγραφή ενός θέμστος ή μιος τεχνικής κοι η
οργάνωση ενός ζητήμοτος ή μιος ιδέας σύμφωνα με ένο ιστορικό σχήμο. ο
Frled (2001) την ονομάζει στρατηγική της προσαρμογής «strategy ο(
accommodalion» αφού το πρόγραμμο σπουδών προσορμόζεται έτσι ώστε να
τοιριάζει στις ιστορικές προδιογραφές του υπό μελέτη θέμοτος. Έτσι, η ιστορίο
βρίσκει προσωρινά «στέγη» στο cυrήcuΙυm με τη βοήθειο κάποιου ιστορικού
μοντέλου/πρότυπου κοτά την παρουσίοση του μοθήματος. Αυτή τη στρατηγική
προτεlνει και ο Katz (1995) για τη διδασκαλία των Νεπέριων λογάριθμων
χρησιμοποιώντας τα γεωμετρικά - κινηματικά σχήματα του Νεπέριου. Πιο
συγκεκριμένα στο άρθρο του «Uslng lhe History ΟΙ CalcuIus 10 Teach Calculus»
(Katz, 1993), ο Katz εφορμόζει επίσης τη «στρατηγική στέγασης» με έναν
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ευρύτερο τρόπο, όπου όχι μόνο προτείνει τη χρήση της ιστορίας για να
παρουσιάσει μεμονωμένα θέματα σε μια σειρά μαθημάτων αλλά και για να
καθορίσει τη δομή και την πορεία της ίδιας της σειράς των μαθημάτων αυτών.
Με τον όρο ιστορική προσέγγιση ο Katz δεν εννοεί απλά την αναφορά στο
ιστορικό υπόβαθρο κάθε θέματος ξεχωριστά, ούτε και τη βιογραφία όσων
ανέmυξαν διάφορες μαθηματικές ιδέες, αλλά την οργάνωση των θεμάτων με
βάση την ιστορική σειρά με την οποία αναmύxθηKαν και εξελίχθηκαν έως
σήμερα καθώς και τα ιστορικά κίνητρα της ανάπτυξής τους αυτής μέσα στο
πεδίο των μαθηματικών αλλά και στους διάφορους τομείς των επιστημών
(Fήed,2001).
Οι Τζανάκης και Arcavi (2000) προτείνουν τρεις διαφορετικούς αλλά
παράλληλα συμπληρωματικούς τρόπους με τους οποίους μπορεί να γίνει
πρακτικά η ενσωμάτωση της ιστορίας των μαθηματικών στη διδασκαλία τους:
1. Μαθαίνοντας την ιστορία άμεσα από ιστορικές πηγές.
2. Μελετώντας μαθηματικά ζητήματα, ακολουθώντας την κατάλληλη
διδακτική προσέγγιση.
3. Επιχειρώντας μια βαθιά κατανόηση τόσο των μαθηματικών όσο και του
κοινωνικού και πολιτισμικού πλαισίου μέσα στο οποίο αυτά αναπτύχθηκαν.
1. Η μάθηση της ιστορίας
Οι ιστορικές πηγές που χρησιμοποιούνται σε αυτή την προσέγγιση
αφορούν:
οι' Μεμονωμένες ιστορικές πληροφορίες, όπως ονόματα, ημερομηνίες,
περίφημα έργα μεγάλων μαθηματικών και γεγονότα, χρονολογικούς πίνακες,
βιογραφίες, διάσημα προβλήματα και ερωτήματα που αττασχόλησαν κατά
καιρούς την ανθρωπότητα, αντίγραφα ιστορικών κειμένων και πρωτότυπων
έργων Κ.Τ.λ.
οι' Εργασίες ή βιβλία που αναφέρονται στην ιστορία των μαθηματικών. Κάτι
τέτοιο μπορεί να συμπεριλαμβάνει μια αττλή παράθεση ιστορικών πληροφοριών
είτε την ιστορική ανάmυξη και εξέλιξη ενός μαθηματικού θέματος είτε ακόμη και
ένας συνδυασμό των εκδοχών αυτών.
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Και στις δύο παραπάνω περιmώσεις η έμφααη δίνεται στην ιστορία και
όχι στη μάθηση των μαθηματικών. Με βάση το γεγονός αυτό, ο ρόλος της
ιστορίας στην προσέγγιση που περιγρόφεται εδώ είναι περισσότερο
επικουρικός - βοηθητικός, διότι δεν αλλάζει ουσιαστικά τον τρόπο με τον οποlο
γίνεται η διδασκαλία ενός μαθηματικού θέματος, αν και επηρεάζει τον τρόπο
που οι μαθητές την βιώνουν, εμπλουτlζοντας την μαθησιακή και μαθηματική
τους εμπειρία.
2. Μια διδακτική προσέΥΥιση εμπνευσμένη από την ιστορΙα
Η βασική θέση αυτής της προσέγγισης εΙναι ότι κάποιος μελετάει ένα
θέμα όταν έχει ένα ισχυρό κΙνητρο για να το κάνει και όταν αυτό συμβαίνει στην
κατάλληλη χρονική στιγμή, όσον αφορά τη νοητική του ανάmυξη. Αυτό σημαΙνει
ότι εκείνα τα προβλήματα και οι ερωτήσεις που αφαρούν το υπό μελέτη θέμα
διευκρινίζονται και αποσαφηνίζονται κατάλληλα (ΤΟθρlίΙΖ, 1963, Edwards,
1977).
Κάτω από αυτό το πρΙσμα ένα θέμα από το πεδίο των μαθηματικών, που
μπορεί να είναι μια νέα έννοια ή μια θεωρΙα, πρέπει να δείχνει αναγκαία
προΟπόθεση για τη λύση ενός προβλήματος, έτσι ώστε οι ιδιότητες και οι
μέθοδοι που σχετίζονται με αυτό να γΙνουν απαραΙτητα εργαλεία για τους
εκπαιδευόμενους που θα επιχειρήσουν να λύσουν το εν λόγω πρόβλημα. Αυτή
λοιπόν η αναγκαιότητα, που προσδίδεται στο θέμα, αποτελεί και το βασικό
νόημα που αποδίδουν σε αυτό οι μαθητές και που ταυτόχρονα θα αποτελέσει
και το βασικό κίνητρο για την εκμάθησή του.
Με τη λογική της προσέγγισης αυτής, αρκεί το θέμα που πρόκειται να
διδαχθεί, να συσχετιστεί άμεσα με κάποιο μαθηματικό πρόβλημα, και που
παρόλ/ηλα θα αποτελέσει τη λύση του. Έτσι η έμφαση δίνεται όχι μόνο στον
τρόπο με τον οποίο χρησιμοποιούνται οι διάφορες μαθηματικές έννοιες,
θεωρΙες και μέθοδοι αλλά και στο λόγο για τον οποlο αυτές είναι ικανές να
δώσουν τη λύση σε ένα πρόβλημα ή ερώτημα, χωρίς φυσικά να
αποδιοργανώνεται ο τεχνικός ρόλος της μαθηματικής γνώσης γενικότερα.
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Μέσα από αυτήν την οmική προσφέρονται ενδιαφέρουσες δυνατότητες
για βαθύτερη και ολιστική κατανόηαη του υπό μελέτη θέματος, οι οποίες
μπορούν να ταξινομηθούν σύμφωνα με το παροκότω γενικευμένο σχήμα:
1. Δίνεται η δυνατότητα όχι μόνο στους μαθητές αλλό και στο δόσκαλο των
μαθηματικών να αναmύξoυν ένα ευρύτερο σύνολο γνώσεων από το πεδΙο της
ιστορίας, που αφορό στη γένεση και την εξέλιξη μιας μαθηματικής θεωρίας ή
γενικότερα ενός μαθηματικού θέματος που πρόκειται να διδαχθεl.
2. Στα πλαίσια του μαθήματος, δίνονται οι απαροίτητες πληροφορίες και
γίνεται η αναγνώριαη και ο διαχωριαμός των σταδίων ιστορικής ανόmυξης,
μέσα από τα οποία μια μαθηματική ιδέα εξελίσσεται και τελικό εδραιώνεται ως
γνώση. Καθώς τα κρίαιμα αυτό στόδια παρουαιόζονται κατό τη διδασκαλία και
αναβιώνουν μέσα από τις κατόλληλες ασκήσεις και τα σχετικό με το θέμα
προβλήματα και ερωτήματα ανοίγονται πρσοmικές για περαιτέρω έρευνα.
3. Τα παραπόνω στόδια εξέλιξης, αφού έχουν ήδη καθοριστεί,
αναδομούνται και επαναπρσοδιορίζονται με σκοπό να μετατραπούν σε
διδακτικό εργαλεία και μέσα, κατόλληλα για την τόξη.
4. Τα στόδια αυτό περιγρόφονται και πλαισιώνονται μέσα από μια σειρό
ιστορικό προσδιοριαμένων πραβλημότων και ερωτήσεων με αυξανόμενο
επίπεδο δυακολίας. Η μορφή των προβλημότων αυτών ποικίλει από απλές
ασκήσεις, σε ερωτήσεις ανοικτού τύπου που αποτελούν τμήματα
συγκεκριμένων εργααιών και διεκπεραιώνονται από ομόδες μαθητών
(ομαδοσυνεργατικότητα).
Συμπληρωματικό στοιχεία που αφοραύν τις τέσσερις επισημόνσεις του
διδοκτικού προαναλυθέντος σχήματος, με τη σειρό που αυτές εμφανίζονται και
περιγρ6φονται πιο πόνω, θεωραύνται τα παρακότω:
1. Τόσο ο δόσκαλος όσο και οι μαθητές μπορούν να χρηαιμοποιήσουν
αυθεντικές είτε δευτερεύουαες πηγές ιστορικών πληροφοριών.
2. Πρωτεύον μέλημα του δασκόλου είναι να εντοπίσει τις δυσκολίες που
μπορεί να έχει το θέμα (η νέα έννοια ή θεωρία) που πρόκειται να διδαχθεί και
που μπορεί να αποτελέσουν εμπόδια στην κατανόηαη του. Η επιλογή των
ερωτήσεων και των προβλημότων μπορεί να γίνει από το πεδίο της ιστορίας με
σκοπό να ενεργοποιήσει την περιέργεια και το ενδιαφέραν των μαθητών,
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δημιουργώντος το κατάλληλα κlνητρα για τη μελέτη νέων θεωριών, εwοιών και
μεθόδων.
3. Κατά την αναδόμηση και τον επαναπροσδιορισμό των σταδlων
ανάmυξης ενός μαθηματικού θέματος, η εισαγωγή της ιστορlας μπορεl να
πραγματοποιηθεl εlτε με ευθύ εlτε με πλάγιο τρόπο. Κατά τους ερευνητές που
μελετούν την ιστορlα, από το 1927 (ToθΡlίtz) έως σήμερα, εμφaνlζoνται τα εξής
δlπολα: άμεση και έμμεση προσέγγιση της ιστορlας, παλαιές και νέες ευρετικές,
απευθεlας και μη χρήση της ιστορlας.
Κατά την έμμεση ενσωμάτωση της ιστορlας στη διδασκαλlα, μια
μαθηματική ανακάλυψη παρουσιάζεται σε όλες της τις εκφάνσεις. Διάφορες
διδακτικές προσεγγlσεις οργανώνονται με βάση συγκεκριμένα ιστορικά
γεγονότα, ως μια πρααττάθεια να αναδειχθεl η εξέλιξη και τα στάδια προόδου
των μαθηματικών, κατά την περιγραφή μιας συγκεκριμένης ιστορικής περιόδου.
Αντlθετα, σε μΙα αναδόμηση κατά την οποlα η ooτopla εισάγεται πλαγlως,
πρατεlνεται μια σειρά διδακτικών ενεργειών όπου οι έwοιες, οι μέθοδοι και οι
συμβολισμοl παρουσιάζονται στο τέλος της διδασκαλlας, διατηρώντας έτσι τον
βασικό της σκοπό που εlναι η κατανόηση των μαθηματικών στη σύγχρονη
μορφή τους. Ωστόσο, θα πρέπει να τονιστεl ιδιαlτερα ότι οι δύο αυτοΙ
πρατεινόμενοι τρόποι με τους οποlους μπορεl να πραγματοποιηθεl η ιστορική
ανάmυξη ενός θέματος δεν εlναι αμοιβαlα αποκλειόμενοι, αλλά μπορούν να
συνυπάρξουν αρμονικά. Συγκεκριμένα, εlναι δυνατό να χρησιμοποιηθούν μαζi
στη διδασκαλlα με συμπληρωματικό τρόπο (OfιΓ, 1991, Flashman, 1996). Κοινό
άξονα και για τις δύο αυτές διδακτικές παρεμβάσεις αποτελεl το γεγονός ότι
περlφημα ιστορικά προβλήματα, διαισθητικές λύσεις, λάθη και παρανοήσεις
που έμειναν στην ooτopla, εναλλακτικές μέθοδοι και αλγόριθμοι που
χρησιμοποιούνταν σε δεδομένες χρονικές περιόδους, συστήματα αρlθμησης
περασμένων αιώνων και πολιτισμών και άλλα πολλά μπορούν να
συμπεριληφθούν στη διδασκαλlα.
4. Όπως ήδη έχει αναφερθεl προτεlνεται μια σειρά προβλημάτων και
ερωτήσεων, εμπνευσμένων από τον χώρο της ιστορlας, που διαβαθμlζονται ως
προς το επlπεδο δυσκολlας τους. Μέσα από την παραπάνω ακολουθlα δlνεται
η δυνατότητα στον μαθητή να φτάσει στο επιθυμητό αποτέλεσμα, εκεlνο της
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μόθησης, ξεκινώντας σταδιακό από εύκαλους και απλούς οριαμούς,
ακολουθώντας τα ίχνη ενός ιστορικού μονοπατιού. Η διδακτική λύαη που
προσφέρεται σε αυτή τη φόαη γίνεται ουαιώδης για τη μόθηαη, αφού αποτελεί
μια πραγματικό ενδlαφέραυαα πρόκληση για την κατασκευή της μαθηματικής
γνώαης, πολύ διαφορετική από τις αυνηθlαμένες μαθηματικές ερωτήσεις και τις
τετριμμένες ασκήσεις στεραύμενες έμπνευαης, που αυνήθως χρησιμοποιούνται
ατο μόθημα.
Με (μοναδικό ίαως) μειονέκτημα τον δικαιολογημένο φόβο ότι η
παραπόνω προσέγγlαη ίαως χρειόζεται πολύ χρόνο για να εφαρμοστεί στην
τόξη, παραυαιόζει και κόΠοlα απουδαία πλεονεκτήματα (Τζανόκης & Αrcaνί,
2000):
./ Η ανακατασκευήτης ιστορικήςανόπτυξηςπου επιχειρείται βοηθόει τους
μαθητές να αυνειδητοποιήαουντα κίνητρα και τις ανόγκες που οδήγηααν στη
δημιουργία μιας νέας μαθηματικής έννοιας, μεθόδου, απόδειξης ή θεωρίας και
να κατανοήαουν το περιεχόμενό τους με φυαlκό και αβίαστο τρόπο. Τα
μαθηματικό έταl αποκτούν μια όλλη διόστααη ανθρώπινη και πνευματική δε
φαντόζουν πλέον εξωπραγματικό και απομονωμένα, έχοντας τη δική τους
πορεία και εξέλιξη στο χρόνο.
./ Δημιουργεί τόσο στο μαθητή όαο και στο δόακαλο την αίαθηαη ότι
πραγματοποιούν τη δική τους προσωπική έρευνα. Αφού τους δίνεται η
δυνατότητανα ερευνήαουνένα θέμα ως προς το περιεχόμενο, τη μορφή του και
γενικότερα τη φύαη του. Μελετούν τα μαθηματικό ολιστικό και ολοκληρωμένα
ως θεωρητικό αυστηματοποιημένη γνώαη αλλό και τη μαθηματική
δραστηριότητα ως το αποτέλεαμα μιας συνεχούς ανθρώπινης διανοητικής
πρααττόθειας. Εμπλέκονται σε διαδικααίες διερεύνηαης, θέτουν τα δικό τους
ερωτήματα και κόνουν εικααίες που τελικό θα απορρίψουν ή θα
εττιβεβαιώαουν,ελέγχονταςτη σκέψη τους αλλό και τη ακέψη των όλλων.
./ Κατό την αναγνώριαη των σταδίων ιστορικής ανόmυξης, μέαα από τα
οποία περνόει μια μαθηματικήιδέα προκειμένουνα αναmυχθεί, δημιουργούνται
αυσχετίσειςανόμεαα σε διαφορετικούςμαθηματικούςτομείς ή/και ανόμεαα στα
μαθηματικό και αε όλλους επιστημονικούς κλόδους. Το γεγονός αυτό
παρουσιόζει ιδιαίτερο διδακτικό ενδιαφέρον, ειδικό όταν οι παραπόνω
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συσχετίσεις προκαλούνται ανάμεσα σε χώρους που αρχικά τουλάχιστον
δείχνουν ασυμβίβαστοι
" Οι ασκήσεις και τα προβλήματα που προσφέρονται ως διδακτική λύση
μετατρέπονται σε βασικό συστατικό της διδασκαλίας, αφού διεγείρουν τη
φαντασία των μαθητών και αυξάνουν το ενδιαφέρον τους. Με αυτόν τον τρόπο
συνεισφέρουν στην ολοκληρωμένη κατανόηση του υπό μελέτη θέματος ενώ
ταυτόχρονα αποτελούν σττουδαία διδακτικό εργαλεία στην ανάmυξη
μαθηματικών τεχνικών.
" Η προσέγγιση αυτή προσφέρει αρκετές δυνατότητες και διδακτικές
επιλογές. Διαθέτει δυναμική και ευελιξία, αφού προσαρμόζεται εύκολα στις
ανάγκες και στις απαιτήσεις της τόξης και του υπάρχοντος CUITicuIum. Έτσι για
παράδειγμα, κόΠοιες φοΡές εmκεντρώνεται σης ιστορικές οmικές ενός θέματος
και άλλες σε συγκεκριμένες μαθηματικές ιδέες ανάλογα με τις ανόγκες της
διδασκαλίας.
" Δίνεται η δυνατότητα στο δάσκαλο να παρουσιόσει τεχνικές που
χρησιμοποιούνταν παλαιότερο και να τις συγκρίνει με τις σημερινές.
Επιλέγοντας τον κατάλληλο τρόπο παρουσίασης μπορεί να επικεντρωθεί στις
ανάλογες συγκρίσεις ως προς τον συμβαλισμό, την ορολογία, τις μεθόδους, τις
αποδείξεις και τους υπολογισμούς. Έτσι μπορεί για παρόδειγμα να συγκρίνει το
σημερινό δεκαδικό σύστημα αρίθμησης με το εξηνταδικό που χρησιμοποιούσαν
οι Βαβυλώνιοι, το 2000 π.Χ. και να ζητήσει από την τάξη να μετατρέψει
αριθμούς και να κάνει πρόξεις. Να συγκρίνει τις διάφορες προσεγγίσεις του
αριθμού «π» και να τονίσει τον αριθμό των ψηφίων που γνωρίζουμε σήμερα.
Εντυπωσιακές πληροφορίες και γεγονότα που σίγουρα λειτουργούν ως κίνητρο
για τους μαθητές, ενεργοποιούν το ενδιαφέρον τους προσφέροντας παράλληλα
ένα ζωντανό τρόπο σκέψης, που λειτουργεί καταλυτικά για τη μάθηση. Μέσα
από τη σύγκριση τονίζεται η εξελικτική φύση των μαθηματικών, η σχέση τους με
την κοινωνία και τον πολιτισμό γενικότερο και τέλος με τη μαθηματική
δροστηριότητα, ως μια αέναη πνευματική διεργασία. Όλα τα παραπάνω
αποτελούν ισχυρές συνειδητοποιήσεις ικανές να αλλάξουν τη θεώρηση του
μαθητή αΠέναντι στα μαθηματικό, αλλά και να τον εμπλέξουν στην οικοδόμηση
της νέα γνώσης με φυσικό τρόπο.
26
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
09/12/2017 00:38:43 EET - 137.108.70.7
" Μέσα από τη σύγκριση τονίζεται η εξελικτική φύση των μαθηματικών και
η ίδια η επιστήμη αποκτά τα χαρακτηριστικά ενός ζωντανού οργανισμού που
συνεχώς αναmύσσεται. Η αξία τους λοιπόν εδραιώνεται και εγκαθίσταται στο
μυαλό του μαθητή και ο lδιος εκτιμά τα μαθηματικά αλλάζοντας τη στάση του όχι
μόνο απέναντι στο μάθημα αλλά απέναντι στον κλάδο των μαθηματικών και
στις επιστήμες γενικότερα. Πραγματοποιεl μια ολιστική και περισσότερο
ολοκληρωμένη θεώρηση των μαθηματικών και εκτός από το περιεχόμενο του
ως προς τους νόμους και τις αρχές που τα διέπουν είναι σε θέση να τα
αντιμετωπΙσει, με φυσικό τρόπο, ως μια πνευματική δραστηριότητα.
" ΔΙνεται επΙσης η δυνατότητα στο δάσκαλο να ψάξει και να εντοπίσει
δυσκολlες, που μπορεί να σταθούν εμπόδια ατην κατανόηση των μαθητών. Τα
προβλήματα που τυχόν προκύmουν συγκεντρώνονται και ομαδοποιούνται με
σκοπό να επιλυθούν και να ελαχιστοποιηθούν έτσι ΟΙ πιθανότητες να
συντελέσουν εμπόδια για τη μάθηση. Με αυτόν τον τρόπο ο δάσκαλος γίνεται
περισσότερο προνοητικός και η διδασκαλία πιο οργανωμένη και προσεκτικά
σχεδιασμένη οπότε και αποτελεσματικότερη. Οι δυσκολίες αυτές μπορεί να
οφείλονται σε λαvθoσμένες νοητικές αναπαραστάσεις και προϋπάρχονται
σχήματα που διαθέτουν τα παιδιά και που ίσως ενισχυθούν μέσα από τη
διδασκαλία της ιστορίας, αφού αρκετές έρευνες έχουν δείξει ότι οι ιδέες των
μαθητών συχνά ταυτίζονται με το επιστημονικό πρότυπο έτσι όπως αυτό
επικρατούσε σε μια παλαιότερη εποχή. Ακόμη όμως και σε αυτήν την
περίmωση ο κίνδυνος παρεμπόδισης της μάθησης ελαχιστοποιείται αφού κατά
τη διδακτική παρέμβαση που περιγράφεται παραπάνω τα λάθη και οι
παρανοήσεις που έμειναν στην ιστορία είτε ως απλές ιδέες εΙτε ως θεωρΙες
συμπεριλαμβάνονται στη διδασκαλία με αποτέλεσμα να αποσαφηνlζονται
πλήρως (Τζανάκης & Arcavl, 2000).
3. Εξοικείωση με τη μαθηματική γνώση και
δραστηριότητα
Η μαθηματική γνώση θο πρέπει να συμπεριλαμβάνει τις δύο βασικές
πλευρές της, τα έμφυτα στοιχεία που ενυπάρχουν στο γνωστικό σύστημα των
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πορείο ανάmυξης της μαθηματικής γνώσης έως αήμερα. Η ιστορική τους
εξέλιξη ενισχύει την εγκυρότητα της άποψης αυτής.
'" Τα μαθηματικάσυχνά αποτελούναναπόσπαστοκομμάτι της φιλοσοφίας,
συνδέονται με φιλοσοφικούς προβληματισμούς, ερωτήμστα και φιλοσοφικές
αντιλήψεις. Πολλές φορές το ίδιο πρόσωπο υπήρξε φιλόσοφος και
μαθημστικός.Στην πρόσφατηεποχή οι Ράσσελ και Χουάιτχεντ, καθώς επίσης οι
Ντεσκάρτ και Λάιμπνιτς είχαν δισπρέψει και στους δύο τομείς. Μπορεί οι
αρχαίοι Έλληνες φιλόσοφοι Πλάτωνας και Αριστοτέλης να μην είχαν επιτελέσει
κάποιο μαθηματικό έργο αντάξιο με αυτό του Πυθογόρα, όμως και οι δύο
επηρέασαν σημαντικά την εξέλιξη των μαθηματικών. Οι φιλόσοφοι θέτουν τα
ερωτήματα: «ποια είναι τα τυπικά γνωρίσμστα μιας πνευματικής
δραστηριότητας, όπως τα μαθηματικά, και ποια γενικά χαρακτηριστικά
προσδιορίζουντους τρόπους της μαθηματικής συλλογιστικής;» Οι μαθηματικοί
διστυπώνουνορισμούς και αξιώματα και σποδεικνύουνθεωρήματα. Μπορεί να
βασίσουντις σκέψεις τους πάνω στις παρατηρήσειςτους αναφορικά με το γύρω
τους κόσμο και τα προβλήματαπου αναφύονταιστην καθημερινήζωή. Μερικές
σπό τις θεωρίες τους ερμηνεύονταιμες στον φυσικό κόσμο και εφορμόζονταισε
αυτόν. Ωστόσο σήμερα οι πιο πολλοί μαθηματικοί συντάσσονται με τις
σύγχρονεςφιλοσοφικέςαντιλήψεις, κστά τις οποίες γίνεται παραδεκτότο λογικά
αυθαίρετο των αξιωμάτων ΚΟΙ τα θεωρήματα λογίζονται περίπου σαν νοητικά
κατασκευάσματα.Αυτές οι νοητικές δημιουργίες δεν μπορεί να παρατηρηθούν
άμεσα μες στον φυσικό κόσμο. Η άποψη αυτή, αναφορικά με τη φύση των
μαθηματικών έχει χαραχτεί σπό πολύ παλιά. Ανάγεται στον Έλληνα φιλόσοφο
Πλάτωνα.
'" Πλευρές των μαθηματικών συχνά συνδέονται με τις τέχνες (μουσική,
αρχιτεκτονική, κ. τ.λ.), τις επιστήμες και γενικότερους τομείς της ανθρώπινης
δραστηριότηταςσε δεδομένες χρονικέςπεριόδους. Χαρακτηριστικόπαράδειγμα
σποτελεί η εμφάνιση των κωνικώντομών στα αρχαία ελληνικά μαθηματικάκαι η
μετέπειτα μελέτη τους από τους Άραβες και τους Ευρωπαίους μαθηματικούς
της Αναγέννησης. Στο σπουδαίοέργο του Απολλώνιου (250π.Χ.) τα «Κωνικά»,
που χωρίζεται σε 8 βιβλία, η μελέτη τους σχετίζεται με ορισμένα προβλήματα
γεωμετρικών κατασκευών και η έμφοση δίνεται στο θεωρητικό ενδιαφέρον και
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όχι στις πρακτικές εφαρμογές τους. Από μαθηματικής άποψης, η πλέον
ουσιαστική εξέλιξη υπήρξε η εφαρμογή αλγεβρικών μεθόδων που οδήγησε στην
αποδέσμευση αυτών των καμπύλων από τον κώνο και στον ορισμό τους ως
γεωμετρικό τόπο σημεlων. Εκείνο όμως που χαρακτηρίζει ιδιαίτερα την εξέλιξη
αυτή είναι οι πολλές εφαρμογές τους σε διάφαρους κλάδους της επιστήμης, της
τέχνης και της τεχνολογίας. Στην Αστρονομία, ο Kepler έδωσε μια απλή
ερμηνεία της κlνησης των πλανητών, αντικαθιστώντας το πολύπλοκο σύστημα
των κυκλικών κινήσεων με ελλειmικές τροχιές. Η έλλειψη χρησιμοποιήθηκε
επlσης στη ζωγραφική για την προοmική αναπαράσταση του κύκλου, γεγονός
που οδήγησε στην επινόηση νέων μεθόδων κατασκευής της από τους
ζωγράφους της Αναγέννησης. Σημαντικές επίσης υπήρξαν οι εφαρμογές των
κωνικών τομών στον αρχιτεκτονικό σχεδιασμό μεγάλων έργων, όπως θόλους
εκκλησιών, γέφυρες κ.λπ. ένας άλλος τομέας, στον οποίο χρησιμοποιήθηκε η
θεωρlα των κωνικών τομών, ήταν η βαλλιστική και συγκεκριμένα το πρόβλημα
καθορισμού της τροχιάς βλημάτων.
./ Το κοινωνικό και επιστημονικό περιβάλλον επηρεάζει εlτε θετικά είτε
αρνητικά την εξέλιξη συγκεκριμένων μαθηματικών κλάδων. Όπως για
παράδειγμα η ολοένα αυξανόμενη χρήση και ανάmυξη της τεχνολογίας
επηρέασετην εξέλιξη και εδραlωση συγκεκριμένωνμαθηματικώνκλάδων.
./ Τα μαθηματικά αποτελούν αναγνωρισμένα ένα σημαντικό μέρος της
πολιτιστικής μας κληρονομιάς. Εκφράζουνπρακτικέςπολλών και διαφαρετικών
πολιτισμών, εθνικών και κοινωνικών ομάδων. Σύμφωνα με αυτήν την άποψη
πολλές μαθηματικές ιδέες βρίσκονται στις δραστηριότητες συγκεκριμένων
πολιτισμικώνομάδων και αποτελούνβασικά στοιχεlα της ιδιαίτερης κουλτούρας
τους. Οι ομάδες αυτές ποικίλουν και μπορεl να είναι από ένα ολόκληρο έθνος
μέχρι μια ομάδα εργαζομένων ή ακόμη και παιδιά μιας συγκεκριμένης ηλικίας.
Για παράδειγμα τα μαθηματικά που χρησιμοποιούνοι οικοδόμοι, κρατώνταςτο
αλφάδι και φτιάχνοντας ορθές γωνίες ή οι ικανότητες χρήσης αριθμών και
ποσοτήτωνπου αναπτύσσουντα παιδιά προτού ακόμη φοιτήσουν στο σχολεΙο
γνωστές με τον όρο «αυθόρμητες» μαθηματικές ικανότητες (spontaneus
matheracy) (Gerdes, 1997).
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'" Ο τρόπος που πραγματώνεται η εκπαίδευση των μαθηματικών, έτσι
όπως αντανακλόται μέσα από την ιστορία τους, αποτυπώνει τα ενδιαφέροντα
και τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικότης κοινωνίας και του πολιτισμού.
'" Η μαθηματική γνώση, αποτέλεσμα ανθρώπινης δραστηριότητας,
συνεχώς εξελίσσεται και αναπτύσσεται κι έτσι ολοένα και περισσότεραστοιχεία
έρχονται να προστεθούνστο βασικό σώμα της μαθηματικήςεπιστήμης.Έτσι σε
συνδυασμό με τις εξελίξεις στην ευρύτερη πορεία της ανθρωπότητας νέες
κοινωνικές και γενικότερα πολιτισμικές συνθήκες δημιουργούνται για να
διαμορφώσουν την υπόρχουσα, κόθε φορό, πραγματικότητα. Οι συνθήκες
αυτές με τη σειρό τους διαμορφώνουν ένα νέο πλαίσιο μορφωτικών και
κοινωνικών αναγκών, όσον αφορό την αναζήτηση, απόκτηση, διαχείριση και
αξιοποίηση της νέας γνώσης. Το τι αποτελεί κόθε φορό το σώμα της γνώσης
για τα μαθηματικόαλλό και το πώς αυτό πρόκειται να διδαχθεί συγχρονίζεταιμε
τις ανόγκες της κοινωνίας και προσαρμόζεται στις απαιτήσεις της εκόστοτε
εποχής.
Τα θετικά αποτελέσματατης ιστορίας μέσα σε ένα γενικότερο
εκπαιδευτικόπλαίσιο
Μέσα από τις απόψεις υποστήριξης της διδακτικής αξιοποίησης της
ιστορίας αλλό και πέρα από αυτές, διαφαίνονται κόποιες θετικές εττιπτώσεις
που μπορεί να επιφέρει στη μόθηση αλλό και στη διδασκαλία. Συμπερασματικό
λοιπόν θα μπορούσαννα συνοψιστούνπαρακάτω:
'" Κινητοποιεί το ενδιαφέρον και εμπλέκει τους μαθητές ολόψυχα στην
εκπαιδευτικήδιαδικασία.
'" Προσφέρει στη διδασκαλία ποικιλία θεμότων, δίνοντας εναλλακτικές
επιλογέςστους εκπαιδευτικούς.
'" Συνδέει το παλαιό με το νέο, σημαντική συσχέτιση για την ευρύτερη
αποδαχή της μαθηματικήςγνώσης.
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" Προσφέρει εμπειρίες και βιώματα στους μαθητές, δΙνοντας μια
αμεαότητα στα μαθηματικά και χτΙζοντας έτσι μια ισχυρή σχέση ανάμεσα στους
μαθητές και την επιστήμη γενικότερα.
" Διευρύνει τη φύση της μαθηματικής δραστηριότητας δlνοντάς της μια
ανθρώπινη διανοητική διάσταση και συνδέει έτσι τους τομεlς των μαθηματικών
με τη χρηστικότητα τους.
" Διευρύνει τη γενική παιδεlα των μαθητών εξοικειώνοντάς τους με θέματα
τις γενικότερης ιστορίας.
" Ανοίγει τις πόρτες της τάξης στην KoIvwvla και γενικότερα το σχολεlο
στον πολιτισμό.
" Μέσα από την ιστορική εξέλιξη ενός μαθηματικού θέματος προβάλλεται
ένας ολοκληρωμένος τρόπος σκέψης που μπορεl να λειτουργήσει ως ζωντανό
μοντέλο για τους μαθητές.
" Μια ιστορική προσέγγιση του μαθήματος μπορεί να βοηθήσει ώστε οι
μαθητές να κατανοήσουν και να σεβοστούν τα επιτεύγματα και τη συμβολή
διαφορετικών πολιτισμών με κοινό άξονα και σκοπό: τα μαθηματικά. Ένας
ιδιαlτερα σημαντικός παράγοντας στα πλαΙσια μια σημερινής πολυπολιτισμικής
τάξης.
Ιστορία και εθνομαθημαTlκά
Με αφετηρlα την ιδιότητα της ιστορlας να αναδεικνύει τις κοινωνικές και
πολιτιστικές πλευρές των μαθηματικών, η διδακτική της αξιοποΙηση θα
μπορούσε να συμβάλλει στον εμπλουτισμό των αναλυτικών προγραμμάτων με
τις αρχές των εθνομαθηματικών. Τα εθνομαθηματικά αποτελούν ένα σύγχρονο
πεδΙο έρευνας με σκοπό την αποδοχή και συνειδητοποlηση της ύπαρξης
διάφορων μορφών των μαθηματικών. Η διερεύνηση της μαθηματικής γνώσης
ειδικά σε μη δυτικές κοινωνlες αποτελεΙ μια από τις βασικές περιοχές έρευνας
που κατά τον Bishop (1994) δlνεται ιδιαΙτερη έμφαση στην OσTopla. Ο όρος
εθνομαθηματικά μπορεl να οριστεί ως η πολιτιστική ανθρωπολογlα των
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μαθηματικών και της εκπαίδευσης τους. Κοινοί όξονες του εθνομαθηματικού
κινήματος κσl της ιστορίας μπορούν να θεωρηθούν οι παρακότω:
~ Δίνεται έμφαση στις επιρροές των κοινωνικοπολ,τιστ,κών παραγόντων
που επηρεόζουν τη διδασκαλία, τη μόθηση και την ανόπτυξη των μαθηματικών.
~ Τα μαθηματικό θεωρούντσl ως ένα πολιτισμικό προϊόν, μια παγκόσμια
κσl πσνανθρώπινη δραστηριότητα, κοι ως πολιτισμικό προϊόν έχουν την ιστορία
τους.
~ Αναζητούνται όλ/α στοιχεία και δρσστηριότητες της κουλτούρας τα οποία
μπορούν να λειτουργήσουν ως σημείο εκκίνησης για τη διδασκαλία των
μαθηματικών.
~ Οι εθνομαθημστικοί υποστηρίζουν μια κοινωνικοκριτική θεώρηση της
εκπαίδευσης στα μαθημστικό που επιτρέπει την αντανόκλαση της καθημερινής
πρσγματικότητσς και ενδυνσμώνεl την ανόπτυξη και χρήση των μαθηματικών
από τους μσθητές με έναν πιο aπελευθερωμένo τρόπο.
~ Η ενσωμότωση στα σνσλυτικό προγρόμματα στοιχείων aπό το κοινωνικό
και πολιτιστικό περιβόλ/ον των μσθητών κσl των εκπαιδευτικών, ως σημείο
εκκίνησης για τις μαθημστικές δρσστηριότητες που είναι mθaνό να αυξήσει τα
κίνητρσ τους.
~ Ενσωμότωση στο αναλυτικό πρόγρσμμσ θεμότων από διόφαρους
πολιτισμούς με στόχο (α) την σξιολόγηση του πολιτιστικού υπόβαθρο όλων και
την ενίσχυση της αυτοπεποίθησης τους και (β) τη διεύρυνση της κατανόησης
του τι είνσι μαθημστικό κσι ποια η σχέση τους με τις ανθρώπινες ανόγκες και
δραστηριότητες.
~ Ανόπτυξη θεμότων aπό τη μσθηματική παρόδοση των προγόνων των
μαθητών κσl εισαγωγή τους στσ προγρόμματα εκπσίδευσης (Gerdes, 1996).
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Διδακτικά παραδείγματα για την αξιοποίηση και χρήση της
ιστορίας μέσα στην τάξη
Οι Tzanakis & Arcavi (2000) προτείνουν παραδείγματα και προτόσεις οι
οποίες μπορούν να εφαρμοστούν στη αχολική τόξη με σκοπό τη συμμετοχή της
ιστορίας στη διδασκαλία:
1. Ιστορικό σημειώματα
2. Σχέδια εργασίας βασισμένα σε ιστορικό κείμενα
3. Χρησιμοποίηση πρωτότυπων ιστορικών πηγών
4. Φύλλα εργασίας
5. Ιστορικό διδακτικό πακέτα
6. Διδακτική αξιοποίηση των λαθών, των διαφωνιών και των μαθηματικών
αδιεξόδων του παρελθόντος
7. Περίφημα ιστορικό προβλήματα
8. Διδακτικό εργαλεία και συσκευές
9. Εμπειρική μαθηματική δραστηριότητα
10. Θεατρικό δρώμενα
11. Ταινίες και όλλα μέσα αναπαρόστασης
12. Εμπειρίες και δραστηριότητες εκτός τόξης
13. Διαδίκτυο
1. Ιστορικά σημειώματα
Πολλό βιβλία μαθηματικών περιέχουν συμπληρωματικό κόποιες
ιστορικές αναφορές και πληροφορίες, τα λεγόμενα ιστορικό σημειώματα. Για να
συμπεριληφθούν τέτοιου είδους σημειώματα στη διδασκαλία πρέπει να
ληφθούν υπόψη τα παρακότω:
" Ποια είναι η χωροταξική τους θέση στα βιβλία. Δηλαδή αν τοποθετούνται
πριν, ενδιόμεσα ή μετό αττό την παρόθεση των μαθηματικών πληροφοριών που
ατταρτίζουν το θέμα που πρόκειται να διδαχθεί.
" Αν πρόκειται για απλή παρόθεση ιστορικών πληροφοριών ή έχει και
κόποια διδακτική σημασία Π.χ. αν περιέχει ένα πρόβλημα που πρέπει να λυθεί
ή κόποιες προτεινόμενες ασκήσεις.
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~ Πόση σημσσίσ δίνετσι στην ιστορική πλευρά σε σύγκριση με τη
μαθηματική πλευρά ενάς θέματος. Έτσι για παράδειγμα κατά την περιγραφή
του έργου κάποιου μεγάλου μαθηματικού δίνονται απλές ημερομηνίες και
ονόματα ή χρήσιμες πληροφορίες και λεmομέρειες καρποφόρες για την
περεταίρω μάθηση.
~ Ποια η σχέση του ως προς το ύφος, τη μορφή και την παρουσίασή του
με το βασικό μαθηματικό κείμενο Π.χ. τα χρώματα, το μέγεθος, η διαμάρφωση
σελίδας κ.λπ.
~ Ως προς τα ιστορικά δεδομένα που περιέχει, δηλαδή φωτογραφίες,
βιογραφίες, ημερομηνίες και χρονολογίες, ανέκδοτα και πολιτισμικά στοιχεία
(τέχνες, αρχιτεκτονική κ.τ.λ.).
~ Ο τρόπος με τον οποίο παρουσιάζεται η εξέλιξη μιας μαθηματικής ιδέας
από τη στιγμή που εμφανίζεται μέχρι τη σημερινή της μορφή, διαφωνίες και
μαθηματικά αδιέξοδα, σύγκριση παλαιών και νέων μεθόδων υπολογισμού,
διάσημα ιστορικά προβλήματα Κ.α.
2. Σχέδια εργασίας
Η πρόταση αυτή προϋποθέτει την ομαδική εργασία μαθητών για την
εκπάνηση των σχεδίων εργασίας (project) με σκοπά τη μελέτη ενός
μαθηματικού θέματος που συμπεριλαμβάνει διαφορετικές οmικές γύρω αττό
την ιστορική εξέλιξη και ανάπτυξή του. Παραδείγματα θεμάτων για την
πραγμάτωση τέτοιου είδους εργασιών, κατάλληλα για διάφορες βαθμίδες
εκπαίδευσης, αποτελούν «Η τριχοτόμηση της γωνίας», ένα κλασικό ιστορικό
πρόβλημα, «ΕυlθΓ & Bolzano μαθηματική ανάλυση από μια φιλοσοφική
άποψη», «Η ιστορία της θεωρίας των σύνθετων αριθμών», «Η δημιουργία της
μη - Ευκλείδειας γεωμετρίας και η συμβολή της στην ανάmυξη των
μαθηματικών» (Tzanakis & Arcavi 2000).
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3. Χρησιμοποίηση πρωτότυπων ιστορικών πηγών
Οι αρχειακές πηγές κυρΙως περιλαμβάνουν μοναδικό και αδημοσlευτο
υλικό όπως επΙσημα αρχεία, χειρόγραφο, εικόνες και προφορικές ιστορίες. Τα
παραπάνω βρΙσκονται και φυλάσσονται σε αρχεΙα, ειδικές συλλογές
βιβλιοθηκών και μουσεία στη μορφή που δημιουργήθηκαν αρχικά,
διατηρήθηκαν και χρησιμοποιήθηκαν (Kafal & GilIIIand - SwelIand, 2001).
Η μελέτη ενός μαθηματικού κειμένου μπορεί να προσεγγίσει τα
μαθηματικά με έναν ιδιαίτερο ιστορικό τρόπο, εστιάζοντας στον τρόπο σκέψης
που διαγρόφεται μέσα σε αυτό και όχι αποκλειστικά στο μαθηματικό επΙτευγμα
που πιθανόν να περιγρόφεται στις σελίδες του. Με τον τρόπο αυτό ουσιαστικά η
μελέτη της ιστορlας μετουσιώνεται στον εντοπισμό των ιδιαίτερων
χαρακτηριστικών της σκέψης παραδεΙγματος χάρη των σρχαίων Ελλήνων, στα
αδιέξοδο και τα λάθη τους. Μόνο έτσι αποκαλύmεται ο ανθρώπινος
χαρακτήρας των μαθηματικών καθώς αναβιώνει η ίδια η σκέψη που οδήγησε
στην παραγωγή τους. Κατά συνέπεια η λύση των διάφορων δυσκολιών που
διαφοΙνονται κατά την ενσωμάτωση της ιστορlας των μαθηματικών στην
μαθηματική εκπαΙδευση αποτελεί η ανθρώπινη διάσταση και σκοπιά που
αποδΙδεται στα μαθηματικά μέσα από τη σωστή μελέτη των ιστορικών πηγών
τους. Όπου λοιπόν είναι δυνατό ο Fήed (2001) πρατεΙνει τη μελέτη των
ιστορικών μαθηματικών κειμένων όπως αυτά γρόφθηκαν, από τα πρωτότυπα.
Η αυθεντικότητα των οποlων προκύmει όχι από το ότι είναι χρανολογικά
παλαιά αλλά από την άμεση εμπλοκή και δέσμευση του συγγραφέα με το υπό
μελέτη θέμα. Μόνο έτσι η μελέτη τους γίνεται μέσα από τα μάτια και το έργο των
ίδιων των δημιουργών τους. Έτσι η μελέτη των μαθηματικών πραγματοποιείται
μέσα από τη μελέτη των μαθηματικών κειμένων, όπως ακριβώς η μελέτη της
λογοτεχνίας γίνεται μέσα από την μελέτη μεγάλων έργων της πεζογραφίας και
της ποίησης (Fried, 2001).
Πίσω από κάθε λέξη που χρησιμοποιεlται μέσα σε ένα μαθηματικό
κεΙμενο κρύβεται ένα πλήθος από νοήματα η συνειδητοποίηση των οποlων είναι
αναγκαΙα για τη βαθύτερη κατανόησή τους. Τα μαθηματικά περιέχουν μια
πληθώρα τέτοιων λέξεων όπως είναι οι έννοιες συνάρτηση, ακολουθία, αριθμός
και λοιπά.
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Ακολουθώντας λοιπόν την παραπάνω εκπαιδευτική πρόταση δίνεται η
δυνατότητα στους μαθητές να σναπτύξουν σύΥΧρονες μαθηματικές τεχνικές
ερευνώντας μια ποικιλlα μαθηματικών προβλημάτων, να αποσαφηνίσουν και να
επεκτείνουν μαθηματικές έwοιες. Ερχόμενοι σε επαφή με ένα ισχυρό
μαθηματικό εργαλεΙο, εΙναι δυνατό να νιώσουν έκπληξη και ενθουσιασμό
μπροστά σε ασυνήθιστες και εύκολες λύσεις για φαινομενικά απροσττέλαστα
προβλήματα. Από την άλλη πλευρά, ο δάσκαλος των μαθηματικών μπορεί να
εντρυφήσει στα κείμενα κάνοντας ερωτήσεις για τον συγγραφέα και τα είδος των
δραστηριοτήτων στις οποίες αυτός εμπλέκεται, αλλά και να σναζητήσει τα
κρυμμένα νοήματα πίσω από τους όρους που χρησιμοποιούνται Με τον τράπο
αυτό μπορεί να οδηγήσει τους μσθητές του στη συνειδητοποίηση του πόσο
διαφορετική ίσως είναι η κατανόηση του lδιου σντικειμένου τότε και σήμερα και
ταυτόχρονα στην σνακάλυψη του διανοητικού περιβάλλοντος μέσα στο οποίο ο
συγγραφέας συνέταξε το κείμενο (Fried, 2001).
4. Φύλλα εργασίας
Τα φύλλα εργασίας που μπορούν να χρησιμοποιηθούν στην τάξη
χωρίζονται σε δύο βασικές κατηγορlες. Προσφέρανται για ατομικές εργασίες είτε
ακόμη και για ομάδες μαθητών. Σχεδιάζονται Φύλλα εργασΙας που:
οι' Συμπεριλαμβάνουν ένα σύνολο από ασκήσεις που αφορούν το μάθημα
που μόλις διδάχθηκε, με σκοπό την πληρέστερη κατανόησή του και την
παγΙωση της μαθηματικής γνώσης που προηγήθηκε και μπορούν να
διεκπεραιωθούν στην τάξη είτε στο σττίτι.
οι' Συμπεριλαμβάνουν μια σειρά ερωτήσεων που αποτελούν οδηγό για την
εισαγωγή ενός νέου θέματος και προσφέρουν ένα σύνολο προβλημάτων και
θεμάτων προς συζήτηση. Ο σχεδιασμός τους γΙνεται με βάση το προΟπαρχον
σύνολο γνώσεων των μαθητών, που με την επιλογή των κατάλληλων
ερωτήσεων οδηγούν στην οικοδόμηση της νέας γνώσης. Χρησιμοποιούνται
στην τάξη για μσθητικές δυάδες ή ομάδες μαθητών και ο ράλος του δασκάλου
εΙναι περισσότερο συμβουλευτικός και καθοδηγητικός. Η συγκεκριμένη μορφή
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φύλλων εργασίας είναι κατάλληλη και για τα προγράμματα επιμόρφωσης
δασκάλων (Tzanakis & Arcavi 2000).
5. Ιστορικά πακέτα
Οι Bruckheimer και Arcavi (2000) ορίζοuν ως ιατορικά πακέτα (hίstοήcal
packages ΟΓ historical happenings) ένα σύνολο uλικών ποu εστιάζοuν σε ένα
σuγκεκριμένο και μικρής έκτασης θέμα, βασισμένα στις ανάγκες Tou curriculum
κατάλληλα για 2-3 διδακτιΚές περιόδοuς. Προϋποθέτοuν την ενεργό σuμμετοχή
των μαθητών και ο ρόλος TOu δασκάλοu περιορίζεται στην παροuσίαση Tou
avaYKaiou ιστορικού uπόβαθροu, στο να προτείνει ερωτήσεις και
προβληματισμούς διεuθύνοντας έτσι τη σuζήτηση στην τάξη. Τα εν λόγω
πακέτα είναι πλήρη και διδακτικά «αuτάρκη» αφού παρέχοuν ένα λεπτομερές
αρχείο με πληροφορίες για το απαιτούμενο ιστορικό και διδακτικό πλαίσιο,
οδηγίες για την διεκπεραίωση των δραστηριοτήτων, τις αναμενόμενες
αντιδράσεις των μαθητών και όλα τα uλικά ποu χρειάζονται για την παροuσίαση
Tou θέματος με τη μορφή διαφανειών ποu αποτελούνται από φωτοαντίγραφα
των πρωτότuπων κειμένων και σημειώσεων, φωτογραφίες διάσημων
μαθηματικών, προβλήματα και θέματα προς σuζήτηση. Οι προαναφερθέντες
δημιοuργοί των ιστορικών πακέτων αναφέροuν τα εξής πέντε θέματα: Αρχαία
αριθμητικά σύμβολα και σuστήματα αρίθμησης», «η Αριθμητική στην αρχαία
Aiyumo», «ο αριθμός π και η περιφέρεια Tou κύκλοu», «λεκτικά προβλήματα
και εξισώσεις» (ΟΙίΓ & ArcavI, 1992) και «casting out nines» (τρόποι
πολλαπλασιασμού με βάση τις ιδιότητες Tou 9) (Bruckheimer et al, 1995).
6. Διδακτική αξιοποΙηση των λαθών, των διαφωνιών και των
μαθηματικών αδιεξόδων του παρελθόντος
Η χρήση της ιστορίας κατά τη διδασκαλία των μαθηματικών παρέχει τη
δuνατότητα να αξιοποιηθούν διδακτικά τα λάθη, οι εναλλακτικές αντιλήψεις, οι
διαφορετικές οmικές γύρω από το ίδιο θέμα, οι παραδοχές και οι διαφωνίες και
να διαφανεί ο εποικοδομητική τοuς αξία. Ο ευεργετικός ρόλος όλων των
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παραπάνω έγκειται στο γεγονός ότι μπορούν να οδηγήαουν σε σημαντικές
διαττιστώσεις αλλά και στις σωστές σττοδείξεις συγκεκριμένων θεωρημάτων.
• Λάθη
Κλασικό παράδειγμα λάθους θο μπορούσε να σττοτελέσεl ο τρόπος με
τον οποίο οι Αιγύmιοl υπολόγιζαν το εμβαδό επΙπεδων σχημάτων. Για να το
βρουν, έπαιρναν το ημιάθροισμα δύο απέναντι πλευρών του σχήματος και το
ημιάθροισμα των δύο άλλων απέναντι πλευρών του και τα πολλσττλασίαζαν. Η
μέθοδος όμως αυτή ήταν σωστή για τα τρΙγωνα, τα ορθογώνια και τα τραπέζια,
σε οποιαδήποτε άλλη περίmωση τετράπλευρου κατέληγε σε λάθος
υπολογισμό. Οι ερωτήσεις που μπορεl να τεθούν στους μαθητές εΙναι οι εξής:
Κατά πόσο η μέθοδος είναι αποδοτική, πότε δίνει σωστές στταντήσεις και σε
ποιές περιπτώσεις καταλήγει σε λάθος συμπεράσματα. Μια ολόκληρη
συζήτηση μπορεί να βασιστεί στο ιστορικό - μαθηματικό πλαίσιο μέσα στο
οποίο το λάθος αυτό διερευνάται Δηλαδή αν οι αρχαίοι Αιγύmιοι γνώριζαν την
ύπαρξη λάθους στη μέθοδό τους και πολύ πιθανό να μην την χρησιμοποιούσαν
στην περίmωση των τετραπλεύρων. Υπό αυτές τις συνθήκες η έννοια του
λάθους είναι σχετική.
• Εναλλακτικές αντιλήψεις
Η ιστορία της έννοιας της συνάρτησης, σαν ένας κανόνας σύμφωνα με
τον οποlο ένα στοιχεlο ενός συνόλου Α, αντιστοιχεί σε ένα μόνο στοιχείο σττό
ένα σύνολο Β, είναι αρκετά περιορισμένη και ίσως ελλιπής. Το γεγονός αυτό
μπορεl να βαηθήσει το δάσκαλο να εκτιμήσει τις δυσκολίες που συναντούν οι
μαθητές του, προκειμένου να κατανοήσουν σε βάθος τον αφαιρετικό αυτόν
ορισμό. Ακόμη και οι μεγαλύτεροι μαθητές που έχουν διδαχθεί τον παρσττάνω
κανόνα και έχουν ήδη δουλέψει με τις συναρτήσεις για αρκετά χρόνια
εξακολουθούν να τις αναγνωρίζουν αποκλειστικά και μόνο από τη μορφή και
τον τύπο τους, αγνοώντας αν ισχύουν οι απαροίτητες προϋποθέσεις όπως
αυτές περιγράφονται από τον ορισμό τους. Έτσι, το τι πρέπει να ισχύει ώστε να
χαροκτηριστεί μια σχέση ως συνάρτηση μπορεl να περιγραφεl με παραπάνω
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λεπτομέρειες και να δοθούν εναλλακτικές εξηγήσεις γύρω από το θέμα και
απόψεις με άξονα την ιστορική εξέλιξη του όρου (Tzanakis & Arcavi 2000).
• Αλλαγή οπτικής
Ο διαχωρισμός ανάμεσα στις έwοιες σύνθεση και ανάλυση στο χώρο της
γεωμετρίας, αποτελεί μια χαρακτηριστική περίmωση του πώς μαθημστικές
μέθοδοι και απόψεις που σφορούν το ίδιο θέμσ δεν είνσι μοναδικές. «Τσ
Στοιχείσ. του Ευκλείδη είνσι ένα ιστορικό πσράδειγμα όπου η tWOIa της
σύνθεσης κυριαρχεί στη μελέτη της γεωμετρίας. Όμως πολύ αργότερα, και
συγκεκριμένσ στσ τέλη του 160' αιώνσ ο VιθΊθ παρουσίασε μια αναλυτική
μελέτη της γεωμετρίας χρησιμοποιώντσς μεθόδους ανάλυσης πολύ
διαφορετικές από εκείνες των αρχαίων Ελλήνων. Η εργασία του VιθΊθ τελικά
οδήγησε στη δημιουργία ενός νέου κλάδου την αναλυτική γεωμετρίσ που
εδραιώθηκε από τους Fermat και Descartes. Λύνοντας λοιπόν ένα πρόβλημα
με αλγεβρικό τρόπο (ανάλυση), παραθέτοντας παράλληλα και τη γεωμετρική
του ερμηνεία (σύνθεση), τονίζεται ο ρόλος της διερεύνησης και της απόδειξης
στη γεωμετρία (Bos & Reich, 1990).
• Αναθεώρηση απόψεων και παραδοχών
Ένα παράδειγμα αναθεώρησης αποτελεί η προσττάθεια του Ιρλανδού
μαθηματικού W.R. Hamitton (1843) που τον οδήγησε στη θεωρΙα των
κβατερνίων . Γενικεύοντας τις παραδοχές των προσανατολισμένων μεγεθών
πέρασε από τον τρισδιάστατο χώρο στην επέκταση των τεσσάρων
παραμέτρων. ΧρησιμοποΙησε συστηματικά τους όρους «κλιμακωτό ή βαθμωτό»
μέγεθος και «διάνυσμα» και εδραίωσε τη θεωρία των κβατερνΙων
συμμετέχοντας στην εξέλιξη του διανυσματικού λογισμού. Το παράδειγμα αυτό
βαηθάει τους μαθητές να συνειδητοποιήσουν τις συνέπειες της γενίκευσης και
της επέκτασης, όπως Π.χ. ότι υπάρχουν ιδιότητες που μπορεΙ να χαθούν κατά
τη διαδικασΙα γενίκευσης από ένα σύστημα σε ένα άλλο.
• Διαφωνίες
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Χαρακτηριστικό παράδειγμα διαφωνιών και αντιφάαεων αποτελούν οι
προσττάθειες πολλών μαθηματικών του 17"" αιώνα, να αποδειχθούν τα
αιτήματα του ΕυκλεΙδη. Ανάμεσά τους οι Σακκέρι (G.G. Sacchert, 1667-1733)
και Λάμπερτ (J.H. lambert, 1728-1777) επεκτεΙνοντας τις βαθειά διορατικές
τους ακέψεις απέδειξαν τα περισαότερα θεωρήμστα της σημερινής
Υπερβαλικής ΓεωμετρΙας.
7. Περίφημα ιστορικά προβλήματα
Η ιστορία των μαθηματικών προσφέρει μια ποικιλία προβλημάτων με
ιδιαίτερη παιδαγωγική αημασία τόσο για τους μαθητές όαο και για τους
καθηγητές.Από διδακτικήςπλευράς χωρίζονται στις παρακάτω κατηγορlες:
./ Προβλήματαχωρίς λύση
Παράδειγμα τέτοιων προβλημάτων αποτελούν τα τρία διάσημα
προβλήματα της αρχαιότητας: ο διπλααιασμός του κύβου, η τριχοτόμηση της
γωνίας και ο τετραγωνισμόςτου κύκλου.
./ Διάαημα προβλήματαπου παραμένουνάλυτα εΙτε έχουν λυθεί με μεγάλη
δυακολία
Όπως για παράδειγματο θεώρημα του Ferma\ ότι η εξίσωση Χ" + γ" = Ζ"
δεν έχει λύαη για n>2. Σε αυτή την κατηγορlα ανήκουν και τα συμπεράσματα
που αναφέρονται ατους πρώτους αριθμούς: «το άθροισμα δύο πρώτων
αριθμών είναι πάντα άρτιος αριθμός» και «υπάρχουν άπειρα ζεύγη πρώτων
που έχουν διαφορά ίση με 2».
./ Προβλήματαπου έχουν έξυπνες, εναλλακτικέςή υποδειγματικέςλύαεις.
Τέτοιου εΙδους θεωρούνται οι πολλές και διαφορετικές σττλές αποδείξεις
που έχουν δοθείέως αήμερα στο Πυθαγόρειοθεώρημα.
./ Προβλήματα που σττοτέλεααν την αφορμή για την ανάmυξη ενός
ολόκληραυμαθηματικούκλάδου.
Η πολυωνυμική προσέγγιαη στο θεώρημα των πραγματικών συνεχών
συναρτήαεων του Weiers\rass, που σηματοδότησε την ανάπτυξη της
προαεγγιστικής θεωρΙας και αυναρτησιακής ανάλυαης.
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,/ Προβλήμοτα που παρουσιάζονται με διδακτική σκοπιμότητα
προκειμένουνα καλύψουν τις ανάγκες του προγράμματοςσπουδών.
Στην κατηγορία αυτή μπορεί να συμπεριληφθεlτο πρόβλημα του Euler
για την ανεύρεση των διαφορετικών τρόπων με τους οποίους ένα κανονικό ν­
γώνο μπορεί να χωριστεί σε τρίγωνα από τις διαγώνιές του, καθώς και το
Ναπολεόντιο πρόβλημα του καθορισμού του κέντρου ενός κύκλου με τη
βοήθεια μόνο μιας πυξlδας.
8. Διδακτικά εργαλεία και συσκευές
Η εισαγωγή διδακτικών συσκευών και οργάνων στην τάξη σχετίζεται με
δύο πλευρές της μαθηματικής εκπαlδευσης. Την κοινωνικοπολιτισμική
ανάmυξη της μαθηματικής γνώσης και τη δημιουργία μιας εμπειρικής βάσης για
τις μαθηματικές αποδείξεις. Είναι mθανό να αναδειχθούν πολλές μαθηματικές
έννοιες και αποδείξεις μέσα από τη χρήση οργάνων που έχουν κατασκευαστεί
για αυτόν το σκοπό. Για παράδειγμα, σχεδιασμός κωνικών τομών ή επlλυση
των αρχαιοελληνικών γεωμετρικών προβλημάτων. Ο Descartes προσφέρει μια
γεωμετρική κατασκευή για την ανεύρεση της αναλογίας ανάμεσα σε δύο γνωστά
μήκη α και β. Κάτι τέτοιο μπορεί να πραγματοποιηθεl και με τη βοήθεια ενός
λογισμικού δυναμικής γεωμετρlας (Tzanakis & ArcavI 2000).
9. Εμπειρική μαθηματική δραστηριότητα
Μια εμπειρική μαθηματική δραστηριότητα αποτελείται από τις
προϋπάρχουσες διαφωνίες, συμβολισμούς, μεθόδους, παιχνίδια και άλλα.
• Διαφωνίες
Ο δάσκαλος θέτει μια συγκεκριμένη ερώτηση ή ένα πρόβλημα παρμένο
από την ιστορία των μαθηματικών και εξηγεί τη σημασία του στην επιστημονική
κοινότητα κατά το παρελθόν. Έτσι, δίνει το έναυσμα στους μαθητές να
σκεφτούν και να συζητήσουν υπό την εmτήρησή του, να δουλέψουν μόνοι τους
στο σπίτι ή σε ομάδες και να ξανασυζητήσουν τα ευρήματα τους. Για
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παράδειγμα οι μαθητές μπορεl να αναλογιαθούν πάνω στο 50 Ευκλείδειο αίτημα
(αίτημα παραλληλίας).
• Συμβολισμοί
Ο δάσκαλος μπορεl να εισάγει στους μαθητές τα αρχαία συστήματα
αρlθμησης και να τους δώσει την ευκαιρlα να γράψουν αριθμούς με
διαφορετικούς τράπους χρησιμοποιώντας διαφορετικούς συμβολισμούς. Στη
συνέχεια κάνοντας τις στταραlτητες συγκρίσεις μποραύν να αναλύσουν και να
εντρυφήσουν στο σύγχρονο σύστημα αρlθμησης συζητώντας την
σττοτελεσματικότητά του.
• Μέθοδοι
Οι μαθητές θα μπορούσαν να κάνουν σττλούς υπολογισμούς
χρησιμοποιώντας μόνο τα δάχτυλα των χεριών τους ακριβώς όπως έκαναν οι
άνθρωποι στο παρελθόν. Για παράδειγμα οι μαθητές μπορούν να
πειραματιστούν και να πραγματοποιήσουν μια απλή πολλαπλασιαστική μέθοδο
για αριθμούς ανάμεσα στο 6 και 10 χωρlς να χρειάζεται να γνωρίζουν τον
πολλσττλασιαστlκό πlνακα για τους αριθμούς πάνω από το 5. Για να
πολλσττλασιάσουμε το 7 χ 8 υψώνουμε 2 δάχτυλα στο ένα χέρι και 3 στο άλλο
αφού 5+2=7 και 5+3=8. Μετά πρααθέτουμε τους αριθμούς που υποδηλώνονται
σττό τα υψωμένα δάχτυλα 2+3=5 και στη συνέχεια τους πολλσττλασιάζουμε
2χ3=6 και το πρώτο σττοτέλεσμα εlναl οι δεκάδες, 50 και το δεύτερα οι μονάδες,
6. το αποτέλεσμα εΙναι 56. Στους μαθητές με βασικές γνώσεις Άλγεβρας μπορεί
να τεθεl το εξής ερώτημα: Για ποιο λόγο η μέθοδος αυτή λειτουργεί;
• Παιχνίδια
Κατά πολλούς ως σημεlο εκκlνησης για τη θεωρία των Πιθανοτήτων
θεωρεlται το πρόβλημα που έθεσαν οι Fermat και Paschal «δύο τζογαδόροι
παlζουν για μια μπριζόλα, η οποία θα πάει σε αυτόν που πρώτος θα κερδίσει n
πόντους. Όμως το παιχνίδι διακόπτεται όταν ο πρώτος εlχε Ρ πόντους και ο
δεύτερος q πόντους. Πώς θα χωριστούν οι μπριζόλες;» Στη συνέχεια ο
δάσκαλος μπορεl να ζητήσει σττό τους μαθητές να ανστταράγουν το παιχνίδι
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παίζοντας οι ίδιοι ή να παίξουν και άλλα τέτοιου τύπου παιχνίδια, να αναλύσουν
τις στρατηγικές τους, να ανιχνεύσουν τις πιθανές μαθηματικές ιδέες και να
προσδιορίσουν το κοινωνικοπολιτισμικό πλαίσιο στο οποίο δημιουργήθηκαν
αυτά τα παιχνίδια.
10. Θεατρικά δρώμενα
Τα θεατρικά έργα συνήθως ενυπάρχουν στην εκπαιδευτική διαδικασία με
έναν mo γενικό τρόπο και σττανίως σχετίζονται με το μάθημα των μαθηματικών.
Εντούτοις η ιστορία προσφέρει ευκαιρίες ενσωμάτωσής τους με τουλάχιστον
δύο διαφορετικούς τρόπους:
./ Θεατρικά έργα σχεδιάζονται με σκοπό την αναπαράσταση της ζωής
μεγάλων μαθηματικώντου παρελθόντοςκαι την αναβίωση του έργου τους, σαν
έναν τρόπο να εκτιμηθεί η ανθρώπινη διάσταση της μαθηματικής
δραστηριότητας.Υπάρχουν θεατρικά που παίζονται με τη συμμετοχή μαθητών
δασκάλωνκαι γονέων.
./ Θεατρικά έργα, επίσης, σχεδιάζονται για να επαναφέρουν διάσημες
διαφωνίες και «κόντρες. στην ιστορία επιτρέπονταςστους μαθητές όχι μόνο να
λάβουν γνώση της ανθρώπινης διάστασης της ιστορίας των μαθηματικώναλλά
και των μαθηματικώνζητημάτων,έχοντας την αίσθηση ότι συμμετέχουνοι ίδιοι'
11. Ταινίες και άλλα μέσα οmικής αναπαράστασης
Ταινίες σχετιζόμενες με την ιστορία των μαθηματικών υπερτονίζουν το
ανθρώπινο, πολιτιστικό και κοινωνικό πλαίσιο των μαθηματικών. Πιθανώς να
υπάρχουν κατά καιρούς τηλεοmικά προγράμματα που να αφορούν τομείς των
μαθηματικών αλλά και βιογραφίες διάσημων μαθηματικών. Υπάρχουν όμως και
ταινίες που έχουν δημιουργηθεί με καθαρά διδακτικές προθέσεις για
εκπαιδευτική χρήση, οι οποίες επικεντρώνουν στην ιστορία. Άλλα μέσα οπτικής
ανστταράστασης περιλαμβάνουν αφίσες, πόστερς, πορτρέτα μεγάλων
μαθηματικών, προσομοιώσεις διάσημων έργων και χρονολογικούς πίνακες.
Εικόνες με ολογράμματα και στερεογραφήματα που κρύβουν μέσα τους
σχήματα πάντα προκαλούν το ενδιαφέρον των μαθητών κάθε ηλικίας.
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12. Εμπειρίες και δραστηριότητες εκτός τάξης
Οι μαθηματικές δραατηριότητες που εκτελούνται έξω από την τόξη,
αναφέρονται εκτός των άλλων ατην αναγνώριση των σχημάτων, των μορφών
και των μοτίβων που υπάρχουν στη φύση. ατην αρχιτεκτονική και ατην τέχνη. Η
ανακάλυψη ιστορικών εργαλείων και οργάνων από τους μαθητές, όπως έναν
εξοπλισμό πλοήγησης, με απώτερο σκοπό τη γνώση της τριγωνομετρίας
αποτελεί άλλη μια μορφή εμπειρίας. Ο όρος επίσης αναφέρεται και σε
επισκέψεις σε μουσεία επιατημών. που διαθέτουν μαθηματικά εκθέματα κάθε
είδους, μερικά από τα οποία έχουν τη δική τους ιστορική σημασία.
13. Διαδίκτυο
Το διαδίκτυο μπορεί να βοηθήσει ατην ενσωμάτωση της ιστορίας ατην
μαθηματική εκπαίδευση με τουλάχιατον δύο τρόπους Σαν πηγή
πληροφόρησης και σαν ένα μέσο επικοινωνίας και ανταλλαγής απόψεων.
Η χρήση ιστορικών πηγών και οι περιορισμοί τους
Ενώ όλοι οι ερευνητές συμφωνούν σχετικά με τη σημασία της ιατορίας
στη μελέτη πολλών επιατημονικών πεδίων. οι ιστορικές διδακτικές προσεγγίσεις
αποτελούν αντικείμενο συζήτησης και προβληματισμού ιδιαίτερα εξαιτίας του
τρόπου με τον οποίο παρουσιάζονται, περιγράφονται και απεικονίζονται τα
ιατορικά επιστημονικά αρχεία μέσα ατα σχολικά εγχειρίδια (Kafai & GilIiIand -
Swelland, 2001). Έτσι προέκυψε ένα βασικό ζήτημα για το αν οι παραπάνω
αποκλίσεις επηρέασαν αρνητικά τις απόψεις των μαθητών για την επιστήμη.
Προκειμένου λοιπόν να επιτευχθεί η κατάλληλη αλληλεπίδραση των μαθητών
με τα διάφορα αρχειακά υλικά και δεδομένου της μοναδικής και ευαίσθητης
φύσης τους απαιτείται συχνά η άμεση και απευθείας επαφή με αυτά. Όπως για
παράδειγμα η επίσκεψη σε κάποιο μουσείο. Έτσι προκύπτει ένα ακόμη ζήτημα
που αφορά τον παραπάνω περιορισμό για τη χρήση της τάξης ατα πλαίσια μιας
ιατορικής προσέγγισης (Kafai & GiIliIand - Swelland, 2001). Τέλος, ένα ακόμη
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εμπόδιο ως προς τη χρήση επιστημονικών κσι ιστορικών δρσστηριοτήτων
θεωρείτσι κσι το επίπεδο νοητικής σνάπτυξης των πσιδιών μικρότερης ηλικίσς
που ίσως νσ μην επιτρέπει την σνάλογη δισνοητική σξιοποΙηση κσι συσχέτιση
μισς ιστορικής πηγής (Carey, 1985 Dήνer, 1985), πράγμσ που θέτει άλλον ένσν
περιορισμό. Γενικότερσ, η χρήση του ιστορικού υλικού έχει γίνει λιγότερο
σημσντική εξσιτίσς της μη ικσνοποιητικής πρσκτικής πρόσβασης σε συτό από
τους νεσρούς μσθητές. Γισ συτούς τους λόγους, οι πιο πολλές διδσκτικές
προσεγγίσεις της ιστορίσς έχουν περιοριστεί σε μσθητές Γυμνασίου και Λυκείου.
Οι ιστορικές πηγές που μπορεΙ να χρησιμοποιηθούν σε παιδιά
μικρότερης ηλικίας προϋποθέτει την τροποποίηση του προγράμματος απουδών
και περιλαμβάνει τη χρήση συνδυαστικών και δευτερευόντων ιστορικών υλικών
όπως βιογραφίες, χρονογραφήματα, μελέτες περimωσης και περιστασιακά
αυθεντικές ιστορικές πηγές όπως φωτογραφίες και αποκόμμστα εφημερίδων
(Kafai & Gilliland - Swetland, 2000). Μια τέτοιου εΙδους προσέγγιση αποτελεί η
χρήση βιογραφιών διάσημων επιστημόνων, ακολουθώντας το μοντέλο
«εmστήμονες με τη μορφή ηρώων». Με τον τρόπο αυτό προστίθεται ένα
προσωπικό στοιχείο στην επιστήμη πράγμα που συχνά απουσιάζει (Solomon,
1991). Ομοίως, το δράμα και το παίξιμο ρόλων επιτρέπει στους μαθητές να
αναπαραστήσουν δραματικές στιγμές στην επιστημονική ανακάλυψη. Ο
Wandersee (1992) πρότεινε τη χρήση «ιστορικών σύντομων
χρονογραφημάτων» που αναπαριστούν σύντομα δραμστικά περιστατικά στη
ζωή διάσημων επιστημόνων των οποίων η δουλειά αποτελεί θέμα για
διδασκαλία. Τα χρονογραφήματα αυτά χρησιμεύουν έπειτα ως μια αφετηρία για
περαιτέρω συζήτηση στην τάξη. Κλασσικό παράδειγμα αποτελεί το απόσττασμα
από τη «ζωή του ΓαλιλαΙου» του Μπρέχτ. λ/λο παράδειγμα εΙναι ένα
ηλεκτρονικό φόρουμ συζήτησης γύρω από επιστημονικά ζητήματα.
Προβλήματα που μπορεί να προκύψουν κατά την ενσωμάτωση
της ιστορίας στη διδασκαλία
Κατά την αξιοποΙηση της ιστορίας στη διδασκαλία προκύmουν βασικά
πρακτικά προβλήματα όπως εκείνο του χρόνου. Οι δάσκαλοι εγκλωβισμένοι σε
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ένα αρκετά πιεαμένο πρόγραμμα απουδών πολλές φορές επιδίδονται σε έναν
«αγώνα δρόμου» για να καλύψουν την απαιτούμενη ύλη και μοιραία
παραμένουν προσκολλημένοι σε παραδοσιακούς τρόπους διδασκαλίας. Έτσι
απάνια χρησιμοποιούν εναλλακτικές προσεγγίσεις και στρατηγικές, όπως αυτές
που απαιτούνται για την διδακτική αξιοποίηση της ιστορίας στην μαθηματική
εκπαίδευση.
Για την επίλυση του προβλήματος αυτού μια αρχική σκέψη θα ήταν ο
δάσκαλος να βρει ένα ιστορικό πρόβλημα που σχετίζεται άμεσα με το θέμα
διδασκαλίας και να προτρέψει τους μαθητές του να ενημερωθούν και να
διαβάσουν την ιστορία του, από μόνοι τους (Av~al, 1995). Η πρόταση αυτή δεν
φαίνεται και τόσο αποδοτική αφού μεταφέρει το πρόβλημα του χρόνου από
τους δασκάλους στους μαθητές. Η στρατηγική της προσθήκης (sIrategy ο(
addition) μπορεί να λειτουργήσει μέσα στον περιορισμό που θέτει ο χρόνος με
την αντικατάσταση ενός συνηθισμένου προβλήματος που να λειτουργεί ως
παράδειγμα μέσα στην τάξη από ένα σχετικό με το θέμα που διδάσκεται
παρμένο από την ιστορία των μαθηματικών.
Ωστόσο το πρόβλημα του χρόνου μπορεί να λυθεί και με έναν
διαφορετικό τρόπο. Στα πλαίσια της "στρατηγικής στέγασης" κυριαρχεί η εξής
σκέψη: ένα ιστορικά παλαιό πρόβλημα μπορεί να δουλευτεί με σύΓΧρανο
τρόπο.
Το πρόβλημα του χρόνου σχετίζεται με ένα άλλο πρόβλημα αυτό της
σχετικότητας. Θέματα από την ιστορία των μαθηματικών θα πρέπει να
σχετίζονται άμεσα με το πρόγραμμα απουδών που είναι ήδη προκαθορισμένο.
Εξάλλου η ιστορική προσέγγιση στη διδασκαλία αποδίδει όταν υπάρχει για κάθε
μάθημα ένα σχετικό πρόβλημα, μια ιδέα και γενικώς ένα ζήτημα παρμένο από
τους κόλπους της ιστορίας.
Κατά συνέπεια, ο ίδιος ο δάσκαλος θο πρέπει να αναλάβει τον ρόλο του
«ιστορικού συντάκτη», αυτού δηλαδή που θο πρέπει να αποφασίσει τι είναι
σχετικό και τι όχι (Fήed, 2001).
Θα πρέπει επομένως να είναι προσκολλημένος σε ένα ιστορικό αρχείο,
να επιλέγει τα λεγόμενα «αδιέξοδα» εκείνα τα κομμάτια της ιστορίας των
μαθηματικών που δεν έχουν καμία συνέχεια στα σύγχρονα μαθηματικά και
47
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
09/12/2017 00:38:43 EET - 137.108.70.7
καμία αχεηκότητα με αυτό που πρέπει να διδάξει (Katz,1995). Στα πλαίαια του
προβλήματος της αχετικότητας ανακύπτει μία δυσκολία έμφυτη με την
προσπάθεια συνδυασμού της ιστορίας των μαθηματικών και της μαθηματικής
εκπαίδευσης. Είναι γεγονός ότι οι δάσκαλοι των μαθηματικών δεσμεύονται στη
διδασκαλία των μοντέρνων μαθηματικών, των μαθηματικών που οι μαθητές
τους θα χρειαατούν στις μετέπειτα σττουδές τους στα μαθηματικά και στις
εφαρμοσμένες επιστήμες. Η παραπάνω δέσμευση υπαγορεύει την ανάγκη
δημιουργίας ενός προγράμματος αξιοποίησης της ιστορίας που να
ανταποκρίνεται στις ανάγκες ενός σύγχρονου προγράμματος σττουδών. Υπό
αυτό το πρίσμα η ιστορία των μαθηματικών δεν αθσΙνετσι αλλά wααψοποιεΙτσι
στη μάθηση (Fήed, 2001).
Όταν κάποιος μελετάει τα μαθηματικά των περασμένων γενεών όχι μόνο
συμβάλει στη σημαντικότητα τους για περεταίρω ανάπτυξη και εξέλιξη της ίδιας
της επιστήμης, αλλά και διευρύνει τις αναπαραστάσεις και τις γνώσεις του
συνδέοντάς τες με τις σύγχρονες ιδέες και αντιλήψεις (Υouschkevitch, 1976).
Εκτός όμως από τα δύο αυτά βασικά προβλήματα του χρόνου και της
αχετικότητας, οι επικριτές της ιστορίας όσον αφορά τη χρήση της στη
διδασκαλία των μαθηματικών υποστηρίζουν τα παρακάτω:
,/ Οι δάσκαλοι των μαθηματικών μπορεί να μην διαθέτουν τις κατάλληλες
ιστορικές γνώσεις που ατταιτούνται για μια τέτοια εφαρμογή, μιας και η
εκπαίδευσητους δεν τις συμπεριλαμβάνει
,/ Η ιστορία θα πρέπει να ενσωματώνεταιστις εργασίες των μαθητών για
να της δώσουν την απαραίτητη προσοχή και αξία. Ο τρόπος όμως που θα γίνει
κάτι τέτοιο δεν είναι ξεκάθαροςκαι σαφής.
,/ Πολλοί μαθητές ίσως να αντιπαθούν την ιστορία ή να τη βρίσκουν
βαρετή, πράγμα που θα έχει αντίκτυποκαι στα μαθηματικά.
,/ Η ιστορία μπορεί να προκαλέσει ακραία συναισθήματα εθνικισμού και
σοβινιστικέςτάσεις αττό την πλευρά των μαθητών.
,/ Το θέμα της διδασκαλίας θα πρέπει να είναι τα μαθηματικά και όχι η
ιστορία, γι' αυτό καλύτερα να διδάσκεται αρχικά ένα μαθηματικό θέμα και
αργότερα η ιστορία του.
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./ Η ιστορlα μπορεί να προκαλέσει σύγχυση και να μπερδέψει τους
μαθητές παρά να βοηθήσειτην κατανόηση και τη μάθηση των μαθηματικών.
./ Οι μαθητές μπορεl να έχουν λανθασμένες ή καθόλου ιστορικές γνώσεις,
με αποτέλεσμαη ιστορική πλαισΙωσητων μαθηματικώννα καθίσταταιαδύνατη.
Προκειμένου να ξεπεραστούν οι δυσκολlες που εμφανΙζονταl κατά την
επιλογή και εφαρμογή μιας ιστορικής προσέγγισηςστη διδασκαλία, θα πρέπει
να αναδειχθούν οι βασικοl άξονες που κάνουν την προσέγγιση αυτή lδιαΙτερα
αποδοτική. Στην προαπάθειανα εξανθρωπιστούντα μαθηματικάθα πρέπει να
αναφέρονται σε υπαρκτά πρόσωπα, να συνδεθούν με την ανθρώπινη
δραστηριότητα και σκέψη καθώς και με τις πραγματικές κοινωνικές και
διανοητικές συνθήκες κάθε εποχής. Η έρευνα και η μελέτη της ανθρώπινης
σκέψης αποτελούν τον πυρήνα μιας ιστορίας περισσότεροδιανοητικής, βασικό
κομμάτι της οποίας καταλαμβάνεικαι η ιστορlα των μαθηματικών.
Παιχνίδι και Μαθηματικά
Αντικείμενα και υλικά χρησιμοποιούντανανέκαθεν στη διδασκαλία των
μαθηματικών.Στη διεθνή βιβλιογραφίαεμφανΙζονται με πολλές και διαφορετικές
ονομασlες όπως artlfacts, materiaI dlspIays, concrete mateήaΙs, physicaI
devices, common tooIs, educatlonaI mateήaΙs κ.α. Συνήθως όμως ο όρος που
θεωρείται ευρύτερος και πιο συνηθισμένος εΙναl ο concrete materIaIs και στην
ελληνική βιβλιογραφlα χρησιμοποιείται ο όρος εκπαιδευτικά υλικά ή απλώς
υλικά. Όλα τα παραπάνω υλικά χρησιμοποιούνται ως διδακτικά εργαλεία και ο
ρόλος τους είναι κυρίως υποστηρικτικός στη διδασκαλία. Τέτοιου τύπου
εργαλεία εμφανίζονταν από παλιά στη σχολική τάξη με σκοπό τη μέτρηση, το
συμβολισμό των αριθμών και την εύρεση των αποτελεσμάτων στις μαθηματικές
πράξεις. Τα μαθηματικά στην καθημερινή εμπειρΙα έγιναν περισσότερο
εύχρηστα μετά τη διάδοση του Ινδικού και του Αραβικού αριθμητικού
συστήματος. Το γεγονός αυτό απλοποίησε όχι μόνο τη γραφή των αριθμών
αλλά και τις αριθμητικές πράξεις. Έως τότε οι πράξεις γίνονταν εΙτε νοερά, είτε
με τη χρήση των δακτύλων, των πετρών και άλλων αντικειμένων (Szendrei,
49
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
09/12/2017 00:38:43 EET - 137.108.70.7
1996). Ο άβακας τον 100 αιώνα αποτέλεσε το πρώτο εργαλείο
αντιπροσώπευσης και απεικόνισης των αριθμών και των μεταξύ τους πράξεων.
Ανάλογα με τις ανάγκες και το κοινωνικοπολιτιστικό πλαίσιο ανάπτυξης κάθε
εποχής χρησιμοποιούνταν διαφορετικά αντικείμενα και εργαλεία στην τάξη.
Υλικά που προέρχονταν από την εξωσχολική ζωή, τα λεγόμενα common lools
και εκείνα που δημιουργήθηκαν αποκλειστικά για εκπαιδευτικούς λόγους,
educational maΙeήaΙs. Στη δεύτερη κατηγορία ανήκουν τα παιχνίδια των
μαθηματικών, που αποτελούν εξέλιξη του τελευταίου αιώνα.
Η εισαγωγή των παιχνιδιών στη διδασκαλία έχει διχάσει τους
σύγχρονους παιδαγωγούς. Κάποιοι αντιμετωπίζουν τα παιχνίδια με έντονο
σκεmικισμό. Άλλοι πάλι θεωρούν τη διαδικασία του παιχνιδιού ιδιαίτερο
σημαντική για τη μαθηματική ανάπτυξη. Τα παιχνίδια δεν πρέπει μόνο να
προγματοποιούνται σε χώρους εκτός σχολείου, είτε σε ειδικά διαμορφωμένες
αίθουσες εντός αυτού, όπως συμβαίνει σε παροδασιακά σχολικά συστήματα,
αλλά στην ίδια την τάξη. Βέβαια, όλα τα παιχνίδια και οι ανάλογου τύπου
δραστηριότητες δεν είναι δυνατό να θεωρούνται πάντα κατάλληλες για την
ανάπτυξη των μαθηματικών δεξιοτήτων και ιδεών. Δραστηριότητες προφορικού
τύπου μπορούν να ανarπύξoυν την επικοινωνία ανάμεσα στους μαθητές,
γεγονός πολύ σημαντικό για τη μάθηση των μαθηματικών. Η αυστηρή τήρηση
των κανόνων ενός παιχνιδιού βοηθάει τους μαθητές να εξοικειωθούν με την
πλευρά οργάνωσης των μαθηματικών ως ένα αξιωματικό σύστημα. Επιπλέον,
τα παιχνίδια ίσως να αποτελούν το πλέον κατάλληλο μέσο για την ανάπτυξη
συνδυαστικών τράπων σκέψης και τη διδασκαλία των πιθανοτήτων (Szendrei,
1996). Τέλος, με τον σωστό σχεδιασμό τους, τα παιχνίδια αποτελούν μια
σημαντική διέξοδο και μια νότα χαράς στη ρουτίνα του μαθήματος
μετατρέποντας τη διδασκαλία σε μια ευχάριστη διαδικασία.
Τα παιχνίδια ως διδακτικό εργαλείο
Η μάθηση των μαθηματικών συντελείται κυρίως διαμέσου της
κατασκευής ιδεών, διαδικασιών και κατανοήσεων μέσα σε ένα κοινωνικό
πλαίσιο παρά από τη μετάδοση προσχηματισμένης γνώσης από το δάσκαλο
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στο μαθητή. Συνεπώς η διδαακαλία των μαθηματικών μπορεί να αντιμετωπισθεί
ως μια διαδικασία βοήθειας προς τον μαθητή για να ανοικοδομήσει
συγκεκριμένους τρόπους σκέψης, παρό για να ανσκαλύψει προΟπάρχοντες
μαθηματικούς συλλογισμούς. Η χρήση των υλικών, διαγραμμάτων κσι σχεδίων
που βοηθούν μαθητές στην κατσσκευή αυτή, καθώς κσι η κατάλληλη γλώσσα
είναι δύο παρόμετροι που σχετίζονται με τις μαθηματικές ικανότητες αλλά και τις
ανάγκες κάθε μαθητή και είνσι ιδιαίτερα σημαντικές και κρίσιμες στην κατανόηση
των μαθημστικών. Η εποικοδομητική διαδικσσία κατά την οποία η νέα γνώση
σχετίζεται και προΟποθέτει την άριστη κατανόηση της προηγούμενης είναι
επίσης πολύ σημαντική από τη στιγμή που η ήδη υπάρχουσα γνώση σχετίζεται
με την καθημερινή εμπειρία κσι με την προΟπάρχουσα γνώση (Booker, 1996).
Ακόμη και τα καλύτερα επιλεγμένσ υλικά, τα ακριβή και επεξηγημστικά
διαγράμματα και οι οργανωμένες μαθηματικές δραστηριότητες δεν είναι ικανές
από μόνες τους να προκαλέσουν την πρασδοκώμενη κατανόηση και μάθηση.
Οι μαθηματικές έwοιες δεν βρίσκονται σε λέξεις, ενέργειες και αντικείμενα
ανεξάρτητα και χωρίς την απαραίτητη συσχέτιση. Πρέπει δηλαδή, νσ
aντανακλoύν τη συσχέτιση και ανταλλαγή των μαθηματικών σκέψεων που
πραγματοποιείται μέσα από τις ερμηνείες που δίνονται στη γλώσσσ και στη
δράση (Cobb, Yackei & Wood, 1992). Οι διδακτικές διαδικασίες θα πρέπει να
ενθσρρύνουν τη συζήτηση ανάμεσα στους μαθητές μετσξύ τους αλλά και με το
δάσκαλό τους με σκοπό οι αναδυόμενες έwοιες και οι όροι να ενισχυθούν. Η
συζήτηση γισ το τι πρέπει νσ συμβεί μαζί με την αντανάκλαση της επίδρασης
των ΕWOιών που συνεπάγονται όχι μόνο περιγρόφει τις έwοιες αλλά βοηθάει
να πάρουν μορφή ατο μυαλό του κάθε μαθητή (Usiskin, 1996). Κατά συνέπεισ,
η ανάmυξη της μαθημστικής κστανόησης και του νέου τρόπου σκέψης
προΟποθέτουν καταστάσεις στις οποίες οι μαθητές θα μπορούν να συζητήσουν,
να διαπραγμστευθούν, να επιλύσουν και να εργαστούν με βάση τις δικές τους
κατασκευές και μαθηματικές επινοήσεις. Το περιβάλλον της τάξης θα πρέπει να
είναι τέτοιο ώστε ο δάσκαλος να υποβάλει ερωτήσεις και οι μαθητές όχι μόνο να
δίνουν τις απαντήσεις αλλά και να δικαιολογούν τη λογική των απαντήσεων
αυτών προβάλλοντας τη σκέψη που τους οδήγησε στα συμπεράσματα τους.
Πολλές από τις δραστηριότητες που αφορούν στο χειρισμό υλικών και στην
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επίλυση προβλημάτων και πραγματοποιούνται στην τόξη εστιόζουν στην
ενθόρρυνση και την κινητοποίηση των μαθητών ως προς την ενασχόληση τους
με τα κατόλληλα έργα και την εμπλοκή τους στη μαθηματική συζήτηση.
Συνδυόζοντας λοιπόν όλα τα παραπάνω τα μαθηματικά παιχνίδια αποτελούν το
ιδανικό μέσο για τη δημιουργία του κατάλληλου περιβάλλοντος και παράλληλα
λειτουργούν ως κίνητρο για τους ίδιους τους μαθητές. Τα παιχνίδια προωθούν
τη συζήτηση μεταξύ των παικτών, δηλαδή των μαθητών, και δίνουν την ευκαιρία
στο δόσκαλο να ανασύρει τη μαθηματική σκέψη που προόγεται από αυτό
καθαυτό. Επίσης, τα παιχνίδια προσφέρουν διόφοΡες μορφές και τύπους
υλικών, μαθηματικών ιδεών και προβλημότων που αναδεικνύουν την
αποτελεσματική διδασκαλία και μάθηση (G Booker, 2004).
Η μάθηση μέσα από το παιχνίδι
Τα παιχνίδια συμβάλλουν στη διδασκαλία και στη μόθηση παρέχοντας
μια ισχυρή βάση πάνω στην οποία οι μαθηματικές έwοιες μπορούν να
κατασκευαστούν και να αναmuχθούν αποτελεσματικά. Η ικανότητα επίλυσης
προβλημότων βελτιώνεται όταν απαιτείται η ανακάλυψη και η χρήση
στρατηγικών, καθώς επίσης και όταν χρησιμοποιούνται οι μαθηματικές
δεξιότητες που οι μαθητές ήδη διαθέτουν. Ταυτόχρονα, τα παιχνίδια θεωρούνται
μια ευχόριστη διέξοδος και μία ευκαιρία για χαρά και διασκέδαση. Οι κοινωνικές
αλληλεπιδρόσεις συμβάλλουν στη μάθηση καθώς τα παιδιό συνειδητοποιούν
ότι χωρίς συνεργασία ένα παιχνίδι δεν μπορεί να προχωρήσει και βέβαια δεν
υπόρχει καμία περίmωση νίκης. Φυσικά, όλοι οι παίκτες έχουν την ίδια
πιθανότητα να νικήσουν και να ενισχύσουν έτσι την αυτοεκτίμηση τους αλλό και
να κερδίσουν το σεβασμό των συμμαθητών τους και ταυτόχρονα αντιπόλων
τους. Μέσα σε ένα κλίμα συνεργασίας, οι μαθητές ακούν τους συμπαίκτες τους,
συζητούν μεταξύ τους για το τι πρέπει να γίνει, επιπλέον βοηθούν ο ένας τον
όλλο για να κατανοήσουν και να ολοκληρώσουν τις δραστηριότητες του
παιχνιδιού και ανστττύσσουν έτσι όλες τις προσδοκώμενες συμπεριφοΡές
απαραίτητες για την επίτευξη του. Μέσα από μιας τέτοιας μορφής
αλληλεπίδραση και ταυτόχρονα μέσα από τις οργανωμένες δραστηριότητες που
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πλαισιώνουν το παιχνΙδι πρoαφtρoνται πλείατες ευκαιρΙες για μάθηαη. Κατά
αυνέπεια, τα διδακτικά παιχνίδια παρέχουν μια μοναδική ευKαιρlα ανάδειξης
των γνωστικών, αυναιαθηματικών και κοινωνικών mυχών της μάθηαης των
μαθηματικών (Puios & Sneider, 1994).
Το παιχνίδι στις μικρές ηλικίες
Για τα παιδιά προσχολικής ηλικΙας (και όχι μόνο), αρκετοί μελετητές και
εκπαιδευτικοί επιαημαΙνουν την αξΙα της διδαακαλΙας μαθηματικών εννοιών,
που να υποστηρΙζονται μέαα από δροστηριότητες οι οποlες εΙναι χειροmαατές­
πραγματικές (Hunter, 2000), φυαικές (Clements, 2001), που έχουν κάποιο
νόημα για τα παιδιά και προέρχονται από την καθημερινή τους ζωή (Kiiman,
1999). Είναι λοιπόν προτιμότερο για τους δαακάλους να διδάακουν μαθηματικά
όχι μόνο επιμένοντας στην αποατήθιαη και την εξάακηαη μέαω της
επανάληψης, αλλά σχεδιάζοντας πλούαια περιβάλλοντα μάθηαης με το να
πρoαφtρoυν σταδιακά την ευκαιρΙα στους μικρούς μαθητές να ερευνήαουν και
να αναmύξουν τις μαθηματικές έννοιες μέαα αε ένα διαφορετικό πλαίαιο και
αίγουρα πιο ενδιαφέρον, μέαα από το παιχνίδι
Πολλοί διαφορετικοί τύποι παιχνιδιών μπορούν να αναπτυχθούν για τα
παιδιά προαχολικής ηλικΙας αλλά και για εκείνα στις πρώτες βαθμΙδες της
εκπαίδευαης. Στα παιχνΙδια που ακολουθείς μια διαδρομή και μετράς για να
προχωρήσεις προϋποθέτουν την αναγνώριαη και γνώαη του αριθμού καθώς
επlαης αποτελούν και ένα είδος πρακτικής μέτρηαης. Σε ένα επιτραπέζιο
παιχνΙδι τα παιδιά χρηαιμοποιούν αυτές τις δεξιότητες και πιο αύνθετες ακόμη,
όπως η πρόσθεαη και η αφαΙρεαη, που αυνήθως απευθύνονται αε παιδιά
μεγαλύτερης ηλικΙας. Συγκεκριμένα, στα παιχνΙδια τύπου λόπο (Shor1 path
games)TQ παιδιά εξαακούνται σε δραστηριότητες που σχετίζονται με το
ταίριασμα κοινών στοιχείων και χαρακτηριστικών. τους δίνεται η ευκαιρία να
αακηθούν ένα προς ένα και να αναπτύξουν από πολύ νωρΙς δεξιότητες
μέτρηαης. Παιχνίδια που έχουν μικρού μήιωυς διαδρομές (Shor1 path games),
περίπου 10 έως 20 διαστήματα - χωρΙα - κουτάκια, ουαιαστικά εφοδιάζουν τα
παιδιά με την πρωταρχικής μορφής εμπειρία, μετρώντας να ακολουθούν
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ταυτόχρονα ένα μονοπάτι, μια απαίτηαη, έστω και στοιχειωδώς, για
περιααότερο αφαιρετική σκέψη. Στα παιχνlδια που ακολουθούν μια κυκλική
διαδρομή (Circular path games), συνήθως λείπει το στοιχείο του ανταγωνισμού.
Από τη στιγμή που το μονοπάτι δεν τερματlζει, οι μαθητές παlζουν
επανηλλημένα ώσττου να επιτευχθεl ο στόχος του παιχνιδιού. Στα παιχνίδια
που έχουν μεγάλο μήκος διαδρομής (Long path games) συνήθως παίζουν
πολ/οΙ παlκτες οι οποίοι κινούνται προς την lδια κατεύθυνση. Εδώ εμφανlζονται
πιο σύνθετα και επιπρόσθετα στοιχεlα όπως το να προσγειωθεl ένας παlκτης σε
κάποιο χωρίο που τον αναγκάζει για παράδειγμα να γυρίσει προς τα Πίσω.
Τέλος υπάρχουν τα παιχνlδια πορείας κατά τα οποlα κάποιος θα πρέπει να
αποφασlσει ποιά κατεύθυνση θα ακολουθήσει (Tug·of·war path games). Η
έναρξη βρίσκεται συνήθως στο Κέντρο του μονοπατιού και δύο τερματισμοί στα
άκρα του.
Διδακτικά παιχνΙδια
Στις προτιμήσεις των παιδιών κάθε ηλικίας περιλαμβάνονται ηλεκτρονικά
παιχνίδια, όπως pIay station και διαδραστικά παιχνlδια ηλεκτρονικών
υπολογιστών, που αποτελούν ένα μεγάλο κομμάτι της καθημερινότητάς τους.
Εξαιτlας του γεγονότος αυτού και της προσττάθειας να δημιουργηθεί ένα
σύγχρονο περιβάλλον μάθησης που να ανταποκρίνεται στις ανάγκες των
μαθητών έχουν δημιουργηθεl εκπαιδευτικά λογισμικά που βρίσκουν πλείστες
εφαρμογές στη σχολική τάξη, προσφέροντας νέα ερεθlσματα και ευκαιρlες για
μάθηση. Αν και τα λογισμικά αυτά αποτελούν ένα αξιόλογο διδακτικό εργαλεlο,
τα διδακτικά παιχνlδια αναφέρονται κυρίως σε εκείνα που προΟποθέτουν τον
φυσικό χειρισμό υλικών και αντικειμένων που αποτελούν τον ειδικό ίσως
εξοπλισμό τους. Σε αυτήν την κατηγορlα ανήκουν παιχνίδια τύπου παζλ, που
περιέχουν γρlφους ή επιτραπέζια παιχνίδια με δραστηριότητες που έχουν ως
διδακτικούς στόχους την ενίσχυση μαθηματικών εν/οιών και την ανάmυξη
στρατηγικών.
Συγκεκριμένα, ο όρος διδακτικό παιχνlδι περιγράφει τη δραστηριότητα
εκείνη που προκαλεί χαρά και ευχαρlστηση στους μαθητές πραγματοποιώντας
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επίσης συγκεκριμένους εκπαιδευτικούς στόχους που έχουν προκαθοριστεί. Οι
βασικές διαφορές ανάμεσα σε ένα απλό - κανονικό - παιχνίδι και ένα διδακτικό
συνοψίζονται ως εξής (F. Spa9noIo, J. Cizmar, 2003, ρ. 58-59):
οι' Το κανονικό παιχνίδι είναι συνολικά ελεύθερο και προαιρετικό, ενώ στο
διδακτικό παιχνίδι όλοι οι μαθητές πρέπει να συμμετέχουν.
οι' Το διδακτικό παιχνίδι χρησιμοποιείται για να εκπληρώσει συγκεκριμένους
διδακτικούς στόχους, αντίθετα ο βασικός σκοπός ενός κανονικού παιχνιδιού
είναι απλώς η χαρά και η διασκέδαση.
οι' Στο διδακτικό παιχνίδι υπάρχει απαραίτητα η εξωτερική διαχείριση που
επικεντρώνεται στο ρόλο του δασκάλου.
Το διδακτικό παιχνίδι αποτελεί μια διαδικασία κατά την οποία οι μαθητές
μεταφέρουν τη γνώση από την περιοχή των εμπειριών τους και χρησιμοποιούν
τη μαθηματική γνώση μέσα από τα ενδιαφέροντά τους και έξω από το πλαίσιο
της διδασκαλίας, ελλείψει οποιασδήποτε σκοπιμότητας. Η παραπάνω
διαδικασία ονομάζεται διδακτική κατάσταση σε αναλογία με τον όρο didacticaI
s~uation (Brousseau, 1997). Οι προαναφερθείσες εμπειρίες και τα
ενδιαφέροντα προέρχονται μέσα από την αλληλmίδραση με το περιβάλλον του
διδακτικού παιχνιδιού.
Ένα διδακτικό παιχνίδι μπορεί να αποτελέσει μια αυθόρμητη
δραστηριότητα για τα παιδιά με σκοπό όμως την πραγματοποίηση διδακτικών
στόχων. Ο σκοπός αυτός δεν είναι πάντα προφανής για τους μαθητές.
Το παιχνίδι μπορεί να πραγμστοποιηθεί μέσα στην τάξη, σε κάποια άλλη
σχολική αίθουσα, στο πάρκο ή στη φύση. Έχει συγκεκριμένους κανόνες και
απαιτείται η συνεχής διαχείριση του και η τελική αξιολόγηση. Είναι κατάλληλο
τόσο για ατομικές όσο και για ομαδικές δραστηριότητες και ο ρόλος του
δασκάλου ποικίλει από τον βασικό διοργανωτή του παιχνιδιού μέχρι σε έναν
απλό θεατή. Στα πλαίσια των δραστηριοτήτων που απαρήζουν το παιχνίδι οι
μαθητές μπορούν να χρησιμοποιήσουν τις γνώσεις, τις ικανότητες και τις
εμπειρίες τους. Τα βασικά πλεονεκτήματα του διδακτικού παιχνιδιού εστιάζονται
στο γεγονός ότι προκαλεί το ενδιαφέρον των μαθητών, εvθoρρύνει τη
συμμετοχή τους στη διδακτική διαδικασία,. αυξάνοντας τη δημιουργικότητα, τον
αυθορμητισμό, τη συνεργασία αλλά και τον ανταγωνισμό ανάμεσά τους.
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Η δομή του διδακτικού παιχνιδιαύ θα πρέπει να περιέχει:
• Το περιβάλλαν ταυ παιχνιδιού
• Τους στόχους του
• Τις δραστηριότητες ταυ δασκάλαυ και των μαθητών, παυ
καθορίζονται μέσα από ταυς κανόνες του παιχνιδιαύ
• Την τελική αξιολόγηση
Η αλληλεπίδρααη των μαθητών με το περιβάλλον του διδακτικού
παιχνιδιού λειτουργεί ως κίνητρο για την ενασχόλησή τους με τσ ανάλογσ έργα.
Μέσσ από τις εργσσίες των μαθητών πραγμστοποιούνται οι στόχοι του
παιχνιδιού και κατ' επέκταση οι διδακτικοί στόχοι, οι οποίοι με τη σειρά τους
πραγμστοποιούνται ουσισστικά μέσα από το παιχνίδι Οι στόχοι του παιχνιδιού
είναι αυτοί που καθαρίζουν και τη μορφή του. Εδώ έγκειται και η αξίσ ενός
διδακτικού παιχνιδιού η οποία υφίσταται αποκλειστικά και μόνον εάν αυτό
επιτρέπει την επίτευξη ορισμένων διδακτικών στόχων. Οι δραστηριότητες του
δασκάλου και των μαθητών, που καθαρίζονται με τους κανόνες του
παιχνιδιού, θα πρέπει να είναι ενδισφέραυσες και ελκυστικές γισ τους μαθητές.
Οι δραστηριότητες αυτές πρέπει να είναι σύμφωνες με την ηλικία και τις
δυνατότητες των μαθητών. Οι κανόνες του παιχνιδιού καθαρίζουν τη μορφή
του και τις εργασίες των μαθητών. Επίσης περιλαμβάνουν κάποια βασικά
συστατικά και στοιχεία του παιχνιδιού, όπως είναι η ανταγωνιστικότητσ μεταξύ
των μαθητικών ομάδων που συμμετέχουν στο πσιχνίδl. Η τελική αξιολόγηση
ελέγχει την πραγματοποίηση των στόχων του παιχνιδιού και πρέπει να
ανταμείψει τους μαθητές και νσ τους παρακινήσει νσ ενσσχοληθαύν με τις
επόμενες δραστηριότητες. Τα διδακτικά παιχνίδια μπορεί νσ έχουν
ανταγωνιστική μορφή προσδιορίζοντσς τις δι-ατομικές ή δι-αμαδικές σχέσεις,
είτε να έχουν τη μορφή ενός στρατηγικού παιχνιδιού. Σε κάποια παιχνίδισ η
εργασίες των μαθητών αναφέρανται σε μαθηματικούς γρίφους ή στην
ενασχόληση και το χειρισμό υλικών όπως είναι το τάγκραμ. Υπάρχουν όμως και
τα πσιχνίδισ που έχουν σκοπό να μιμηθούν καταστάσεις της πραγματικής ζωής,
όπως ·τα παιχν/δι ταυ επlχειρηματ/σ" (Korenova, 1997)
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Το πλαίσιο χρήσης των διδακτικών παιχνιδιών
Διόφοροl παρόγοντες, που αφορούν τα διδακτικό παιχνίδια, τις μεθόδους
και τους τρόπους με τους οποίους μπορούν να ενσωματωθούν στη διδασκαλία,
πρέπει να εξεταστούν κατό την επιλογή, ανόmυξη και προσαρμογή ενός
παιχνιδιού με σκοπό την προώθηση της μόθησης (Booker, 2000). Η φύση του
μαθηματικού θέματος, που πρόκειται να διδαχθεί, οδηγεί στην επιλογή του
κατόλληλου παιχνιδιού με το οποίο και θα συνδεθεί διδακτικό. Για το λόγο αυτό,
η πλήρης κατανόηση του θέματος εΙναl ατταραίτητη έτσι ώστε να αναδειχθούν οι
ουσιαστικές πλευρές του, πόνω στις οποlες θα εστιόσει και θα βασιστεί το
παlχνlδl. Συγχρόνως, θα πρέπει να εξεταστούν και οι πιθανές δυσκολlες του, τις
οποlες θα φέρει στο φως η εξέλιξη του παιχνιδιού και που πολλές φορές οδηγεl
στην επίλυση και αττοσαφήνισή τους. Σε γνωστικό επΙπεδο, η ερμηνεΙα των
βοσικών μαθηματικών ιδεών είναι ατταραίτητη. Όσον αφορό στη διαδικασία,
υλικό, διαγρόμματα και σχέδια μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την ανόπτυξη
μιας συγκεκριμένης στρατηγικής της σκέψης. Όσον αφορό στην επίλυση
προβλημότων, οι κινήσεις πρέπει να εστιόσουν στην ανόλυση του
προβλήματος με σκοπό την επεξήγηση των εμπλεκόμενων εννοιών. Σε ένα
πλαίσιο ιδανικό, το παιχνίδι παίζεται ως μια ανεξόρτητη διαδικασία με τη σχετική
επιτήρηση του δασκόλου ή κόποιου όλλου ενήλικα. Οι οδηγlες του παιχνιδιού
ως προς τη μορφή τους θα πρέπει να ανταττοκρίνονται στο γνωστικό επίπεδα
των μαθητών και ταυτόχρονα να εΙναl σωστές από μαθηματικής όποψης. Για να
ενισχυθεί η συζήτηση και η συνεργασΙα είναι προτιμότερο για τους μαθητές να
παΙζουν ανό ζεύγη, έτσι ώστε όταν ο ένας παίζει ο όλ/ος να επιβλέπει και να
συμβουλεύει, ενώ οι ρόλοι τους θα εναλλόσσονται αντίστοιχα.
Κόθε κίνηση που πραγματοποιεlται στο παιχνΙδl μπορεl να ελεγχθεί
αυτόματα αττό ένα φύλλο ατταντήσεων, που ουσιαστικό θα περιέχει τις λύσεις
είτε όμεσα εΙτε κωδικοποιημένα. Ένα παιδί θα μπορούσε για παρόδειγμα να
χρησιμοποιήσει μια υπολογιστική μηχανή για να επαληθεύσει την ορθότητα των
αττοτελεσμότων. Ένας ακόμη τρόπος θα ήταν όλοι οι μαθητές να απαντούν σε
κόθε πρόβλημα και εν τέλει να συναινούν ως προς την ορθότητα της λύσης. Η
συζήτηση κατό τη διόρκεια αλλό και μετό το πέρας του παιχνιδιού εΙναι
απαραΙτητη με σκοπό να γΙνει κατανοητή σε όλους τους παίκτες η ελλοχεύουσα
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μαθηματική σκέψη και λογική στην οποία βασίστηκε το παιχνίδι Είναι επίσης
ουσιαστικό να αξιολογηθεί η αποτελεσματικότητα του παιχνιδιού στην επίτευξη
του διδακτικού και μαθηματικού σκοπού για τον οποίο το παιχνίδι
δημιουργήθηκε (Booker, 2004).
Κατά συνέπεια, η επιλογή, ανάπτυξη και προσαρμογή ενός
εκπαιδευτικού παιχνιδιού έτσι ώστε να ταιριάζει στη διδασκαλία και τη μάθηση
των μαθηματικών απαιτεί:
./ Εwο/ολογlκή σνάλυση του ΠεΡ"χομένου που πρόκειτσι νσ
διδαχθεί.
Να αναζητηθεί η λογική και ο τρόπος σκέψης που απαιτείται (Booker,
2004 Hiebert, 1986 Ma, 1999).
./ Καθορισμόςτων πιθανώνδυσκολιώνκαι παρερμηνειών.
Μια ανάλυση του υπό διδασκαλία περιεχομένου θα πρέπει να εστιάσει
σε εκείνα τα σημεία που ενδεχομένωςνα δυσκολεύουν τους μαθητές (Booker,
2004 Ma, 1999).
./ Προσδιορισμόςτης δομής του παιχνιδιού στην οποία έwοιες και
διαδικασίεςπροσαρμόζονταικατάλληλα.
Πολλές μαθηματικές έwοιες και διαδικασίες απαιτούν τον συνδυασμό
των ερμηνειών και την αντιστοιχία ερωτήσεων και απαντήσεων. Συνήθως, μια
σημαντική πλευρό του θέματος που μελετάται συμπεριλαμβάνεται στον τίτλο
του παιχνιδιού, έτσι ώστε ο τίτλος και μόνο να αποτελεί μια υπενθύμιση της
βασικής μαθηματικήςιδέας.
./ Οι οδηγίες, οι δραστηριότητες και η μέθοδος του παιχνιδιού
f3ασίζoνταισε συγκεκριμένεςμαθηματικέςτπυχές.
Για το λόγο αυτό οι διαδικασίες του παιχνιδιού αποτελούν ζωντανά
παραδείγματα σκέψης και περιέχουν το χειρισμό κατάλληλων υλικών.
Αποκλειστικά και μόνο οι σωστές απαντήσεις θα πρέπει να προωθούν το
παιχνίδΙ.
./ Τα μέσα τα οπσία ενισχύουν τη συζήτηση, που περιβάλλει το
παιχνίδι γύρω από μαθηματικέςέwο/ες και τρόπους σκέψης, θα
πρέπει να είναι προκαθορισμένα.
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Η κατάλληλη συζήτηση παρέχει τα μέσα στους μαθητές ώστε να
αναπτύξουν μαθηματικά επιχειρήματα και δικαιολογήσεις που οδηγούν σε
ισχυρές έννοιες και σκέψεις. Αν οι μαθητές συζητούν μόνο γύρω από το
παιχνίδι και την ενδεχόμενη νίκη τους, χωρίς να αναφέρονται στις μαθηματικές
ιδέες που κρύβονται πίσω από αυτό, τότε ο σχεδιασμός του παιχνιδιού έχει
αποτύχει και η κατανόηση και η μάθηση των μαθηματικών είναι αβέβαιη .
.ι' Αρκετές πτυχές του παιχνιδιού πρέπει να συμβαδίζουν με το
πρόγραμμα σπουδών.
Η προσοχή των μαθητών θα πρέπει να είναι στραμμένη στην νέα γνώση
που έχει επιτευχθεί και στον τρόπο με τον οποίο μια μαθηματική ιδέα
αναmύσσεται .
.ι' Η αξιολόγηση της αποτελεσματικότητας του παιχνιδιού είναι
αναγκαία.
Πρέπει να καθοριστεί κατά πόσο έχουν επιτευχθεί οι στόχοι για τους
οποίους το παιχνίδι σχεδιάστηκε. Πρέπει επίσης να εκτιμηθεί εάν οι μαθητές
συγκεντρώνονται στις σχετικές μαθηματικές πλευρές και αν λαμβάνουν υπόψη
τα χαρακτηριστικά τους γνωρίσματα. Εάν μπορούν να φέρουν εις πέρας τις
δραστηριότητες και αν απαντούν με αποδοτικό τρόπο. Τέλος, εάν
απολαμβάνουν το παιχνίδι ή πρόκειται για μια συνηθισμένη και βαρετή
διαδικασία.
Σημασία επίσης πρέπει να δαθεί στον τρόπο με τον οποίο ο δάσκαλος
διαχειρίζεται το περιβάλλον της τάξης ώστε να εξασφαλίσει την εμπλοκή των
μαθητών με το παιχνίδι αλλά και με τα μαθηματικά που κρύβονται ΠΙσω από
αυτό (Booker, 2000).
Το μαθηματικό παlχνΙδι
Οι Kay Μ. CulIer, Deanna Gilkerson, Sue Parrott, and Mary Teresa
Bowne (2003), προτείνουν μια σειρά απλών βημάτων, που αφορούν στη
σχεδίαση ενός μαθηματικού παιχνιδιού κι έχουν ως εξής:
1. Επιλέξτε ένα ή περισσότερο βιβλία βασισμένα στις μαθηματικές έννοιες, που
τα παιδιά είναι έτοιμα να μάθουν μέσα από το παιχνίδι' Τουλάχιστον ένα
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βιβλίο μπορεί να χρηαιμοποιηθεί σαν οδηγός για τις έννοιες εκείνες που θα
αποτελέσουν το γνωστικό μέρος του παιχνιδιού και κατ' επέκταση το
γνωστικό του στόχο.
2. Καθορίστε τις ηλικίες των παιδιών στα οποία θα απευθύνεται το παιχνίδι.
Προσδιορίζετε έτσι το επίπεδο ανάmυξης τους το οποίο και θα λάβετε
υπόψη καθ' όλη τη φάση της σχεδίασης και της υλοποίησής του.
3. Επιλέξτε το ύφος και τον τύπο του παιχνιδιού. Π.χ. αν θα υπάρχει
τερματισμός ή θα πρόκειται για κυκλικής διαδρομής, επιλογές που θα πρέπει
να συμβαδίζουν με το στόχο του παιχνιδιού και τις ηλικίες των παιχτών.
4. Αφού ληφθούν οι παραπάνω αποφάσεις, ήρθε η ώρα να υλοποιήσετε το
παιχνίδι σας. Δημιουργήστε τόσο το περιεχόμενο όσο και τη μορφή του και
καταστήστε το όσο το δυνατό περισσότερο εύκαμπτο και ευέλικτο. Μερικά
παιχνίδια μπορούν να διευρυνθούν και να εμπλουτιστούν καθώς τα παιδιά
μεγαλώνουν ή να χρησιμοποιηθαύν από διάφορες ηλικιακές ομάδες
μαθητών με την προσθήκη επιπρόσθετων δραστηριοτήτων και στόχων,
όπως για παράδειγμα με νέες κάρτες και ερωτήσεις. Εάν είναι δυνατόν,
περιλάβετε κάποια ιδιαίτερα υλικά που μπορούν να βοηθήσουν τα παιδιά
ώστε να μάθουν περισσότερες από μια έννοιες καθώς παίζουν.
Ακολουθώντας τις κατευθύνσεις αυτές, το παιχνίδι αποκτά ένα διαχρονικό
ύφος ως προς το περιεχόμενο, τις δραστηριότητες αλλά και τους στόχους
του.
5. Τέλος, χρησιμοποιείστε τα ανάλογα υλικά που θα καταστήσουν το παιχνίδι
κατάλληλο για επαναλαμβανόμενη χρήση. Έτσι γίνεται ανθεκτικό απέναντι
στη φθαρά του χρόνου και στην ενδεχόμενη απρόσεκτη χρήση του ειδικά
όταν πρόκειται για μικρούς μαθητές - παίκτες.
Οι διδακτικές mυχές ενός μαθηματικού παιχνιδιού είναι αναρίθμητες,
όπως επίσης και τα θέματα διδασκαλίας που μπορούν να ΕμπλΟUΤιστούν μέσα
από τη διαδικασία του «παίζειν». Για το λόγο αυτό και εστιάζοντας στη φύση, το
σχεδιασμό και κατ' επέκταση στην παιδαγωγική αξία ενός μαθηματικού
παιχνιδιού έχει γεννηθεί μια θεωρία γνωστή ως η θεωρία των παιχνιδιών (game
Iheory).
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Σε πρόσφατες έρευνες παρατηρεΙται ένα ζωντανό ενδιαφέραν για τη
θεωρία των παιχνιδιών ως πολύτιμο παιδαγωγικό εργαλεΙο για τους
εκπαιδευτικούς, που διδάσκουν όχι μόνο την επιστήμη των μαθηματικών, αλλά
και της πληραφορικής. Τα παιχνίδια μποραύν να σττOτελέσOUΝ άριστες πηγές
για την επιστήμη των ηλεκτρανικών υπολογιστών και συγκεκριμένα να
εμπλουτίσουν τις διαδικασΙες της δικτύωσης, της διαμόρφωσης του
περιβάλλοντος χρήστη και τη δημιουργΙα λογισμικών νέων τεχνολογιών. Τα
παιχνΙδια μποραύν να χρησιμοποιηθούν για να παρακινήσουν το ενδιαφέραν
των μαθητών, να εμπλουτlσουν τη διαισθητικότητά τους και για να επεξηγήσουν
θεμελιώδεις αρχές κατά τη σχεδίαση αλγορΙθμων, όπως εΙναι η ακρίβεια και η
αποδοπκότητα. Έτσι πολ/οΙ είναι ΟΙ εκπαιδευτικοί που προσπαθούν να
εμπλουτίσουν το αντικείμενο της διδασκαλΙας τους με περισσότερα
δημιουργικούς τρόπους και τα μαθηματικά παιχνίδια αποτελούν ίσως το
αποδατικότερα μέσο προς αυτή την κατεύθυνση.
Ο ευρύς τομέας της θεωρίας των παιχνιδιών μπορεΙ να διαιρεθεΙ σε τρεις
βασικές κατηγορίες: την οικονομική, συνδυαστική και υπολογιστική θεωρΙα
παιχνιδιών. Εν συντομlα η οικονομική θεωρία περιλαμβάνει παιχνίδια που
διεκπεραιώνονται με ταυτόχρανες κινήσεις σττό τους εμπλεκομένους, ενώ το
όφελος του ενός παlκτη ισοδυναμεl και παράλληλα εξισορραπεΙται με την
αντΙστοιχη απώλεια του αντιπάλου του. Η δΙπολη αυτή σχέση νlκης-ήπας
επεκτεΙνεται εσωτερικά σε όλα τα επίπεδα τσυ παιχνιδιού. Τα παιχνίδια της
κατηγορίας αυτής ταξινομούνται σε συνεργατικά, όπου συμμετέχουν συνήθως
πολλοί παlκτες, που μπορούν ή όχι να συνεργήσουν και σε μη-συνεργατικά, τα
οποΙα εΙναι άκρως ανταγωνιστικά. Διάσημο παιχνΙδι τέτοιου τύπου αποτελεl το
«δίλημμα του φυλακισμένου. (Prisαner's Dilemma probIem).
Η συνδυαστική θεωρία βασΙζεται σε ένα πλούσιο μαθηματικό υπόβαθρα
και αφαρά παιχνΙδια πληρσφαριών και ποσοτήτων που συνήθως παίζονται από
δύο και μόνο παίκτες. Οι τελευταΙοι κινούνται διαδοχικά γνωρίζοντας το εύρας
των επιλογών τους. Πίσω από το παιχνίδι και μέσω των επιλογών τους οι
παlκτες ανακαλύmουν τη μαθηματική σκέψη μετατρέποντας την σε στρατηγική
και αναmύσσουν μαθηματικές δεξιότητες, απλά συμμετέχοντας σε αυτό. Στα
μαθηματικά λοιπόν που κρύβανται σε ένα τέτοιο παιχνίδι βασΙζεται και η
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εξαιρετική αημασία του, η οποία ταυτόχρονα λειτουργεί σαν κίνητρο με άμεση
ανταμοιβή την ίδια τη νίκη.
Τα υπολογιστικά περιλαμβάνουν παιχνίδια αποκλειστικά δύο αντιπάλων
και απαιτούν δεξιότητες ως προς τη χρήση στρατηγικών για την αντιμετώπιση
ενός άξιου αντίπαλου παίκτη. Ο συμμετέχων έχει τη δυνατότητα να
αποστασιοποιηθεί και λαμβάνοντας το ρόλο ενός ανεξάρτητου παρατηρητή, να
κρίνει και να επιλέξει την καταλληλότερη γι' αυτόν κίνηση ακριβώς όπως κι ένας
ηλεκτρονικός υπολογιστής. Με βάση αυτό προκύπτει και το όνομα της θεωριaς,
μιας και ο όρας, υπολογιστική, δεν αναφέρεται στους μαθηματικούς
υπολογισμούς αλλά διαχέεται έντονα από τις αρχές της τεχνητής νοημοσύνης.
Ένα απλό αλλά συνάμα χαρακτηριστικό παιχνίδι αυτής της κατηγορίας αποτελεί
το σκάκι ( GarcIa, Ginat & Henderson, 2003)
Η συμβολή του παιχνιδιού στην αποτελεσματικότητα της
διδασκαλίας
Η μάθηση των μαθηματικών αποτελεί μια σύνθετη διαδικασία που δεν
εmτυγχάνεται μόνο με την εκμάθηση των σχετικών εννοιών και δεξιοτήτων αλλά
με την ολοκληρωτική και ενεργό συμμετοχή όλων των μαθητών στη διδακτική
διαδικασία. Η βασική έννοια της συμμετοχής ερμηνεύεται ως ένα είδος
κοινωνικοποίησης στις μαθηματικές δραστηριότητες και πρακτικές. Έτσι λοιπόν
το συμμετοχικό μοντέλο, όπως αυτό γίνεται κατανοητό μέσα στα πλαίσια της
κοινωνικοπολιτιστικής προσέγγισης, εστιάζεται στη χρήση της ομιλίας και η
συζήτηση γίνεται ένα κρίσιμο μεσολαβητικό εργαλείο προκειμένου να
ερμηνεύσει ο μαθητής το ευρύτερο πλαίσιο μέσα στο οποίο συντελείται η
μάθηση των μαθηματικών. Για να επιτευχθεί λοιπόν και να διασφαλισθεί η
απαραίτητη και συνάμα αναγκαία για τη μάθηση συμμετοχή όλων, ο
εκπαιδευτικός πρώτιστα θα πρέπει να επιδιώξει νέους τρόπους προσέγγισης
της εκπαίδευσης των μαθηματικών που να συμφωνούν με τις καθημερινές
εμπειρίες και να είναι ευαισθητοποιημένοι απέναντι στα βιώματα των μαθητών.
Με άλλα λόγια είναι αναγκαία η χρήση παιδαγωγικών στρατηγικών που να
ενθαρρύνουν τη συμμετοχή των μαθητών, ξεφεύγοντας έτσι από τα πρότυπα
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των παραδοσιακών τρόπων διδασκαλίας. Το παιχvίδι θα μπορούσε να
αποτελέσει έναν αποτελεσματικό τρόπο ανόπτυξης μαθηματικών
δραστηριοτήτων και εμπειριών που να εξασφαλίζουν τη συμμετοχή και την
ολοκληρωμένη εμπλοκή του κάθε μαθητή στη διαδικασία της μάθησης και της
διδασκαλίας. Το παιχνίδι αυτό καθαυτό ως μια μορφή δραστηριότητας αποτελεί
κυρίαρχο μέρος της παιδικής αλλά και εφηβικής καθημερινότητας,
συνδυάζοντας όμως παράλληλα την κατάλληλη θεματολογία στην οποία και θα
βασίζεται η πλοκή και η εξέλιξη του, μετατρέπεται σε ένα ουσιώδες διδακτικό
εργαλείο. Εστιάζοντας τόσο στο περιεχόμενο όσο και στη μορφή του και
επιλέγοντας τις κατάλληλες μαθηματικές έwοιες που θα το πλαισιώσουν, η
συμμετοχή των μαθητών σε αυτό γίνεται μια φυσική διαδικασία. Βασική όμως
επιδίωξη παραμένει η προσοχή των μαθητών να επικεντρωθεί σε εκείνα τα
μαθηματικά που κρύβονται πίσω από το παιχνίδι και έτσι να συνδεθεί από
μαθηματική άποψη με τη θεματολογία που προτείνει το πρόγραμμα σττουδών,
με τις προηγούμενες αλλά και τις επόμενες μαθηματικές ενότητες.
Ουσιαστικά, υπογραμμίζεται η ανάγκη να χρησιμοποιηθούν στη
διδασκαλία μέθοδοι που θα οδηγήσουν τους μαθητές να αναπτύξουν τόσο τις
κοινωνικές όσο και τις προσωπικές τους δυνατότητες. Τα παιχvίδια που
μπορούν να πλαισιώσουν τη διδασκαλία και που περιγράφονται με τον όρο
διδακτικά παιχνίδια, πιστή μετάφραση του όρου didaclicaI 9ames με τον οποίο
εμφανίζονται στη διεθνή βιβλιογραφία, είναι μια από τις πιθανές μεθόδαυς που
θεωρούνται κατάλληλες να εκπληρώσουν την ανάγκη αυτή. Αρκετές έρευνες
(Booker 2002, Emest 1986, AinIey 1990) έχουν επιβεβαιώσει την
αποτελεσματικότητα τους στη διδασκαλία των μαθηματικών, συνηγορώντας
στην ολοένα συχνότερη χρήση τους από τους εκπαιδευτικούς. Εφόσον τα
διδακτικά παιχνίδια βοηθαύν στην αποτελεσματική πραγμάτωση των
διδακτικών στόχων, αυξάνονται συνεχώς οι πιθανότητες αυτά να
χρησιμοποιηθούν κατά τη διάρκεια του μαθήματος.
Έτσι λοιπόν οι ψυχολόγοι και οι παιδαγωγοί που παρατήρησαν μέσα
από τις έρευνές τους τις θετικές επιρροές των παιχνιδιών αλλά και η εμπειρία
των δασκάλων που τα χρησιμοποιούν ως διδακτικά εργαλεία κατέληξαν στο
παρακάτω συμπέρασμα: Η διδασKσλlα των μσθηματικών με τη χρησιμοποΙηση
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των διδακτικών παιχνιδιών θα είναι περιααότερο αποτελεσματική, επειδή τα
ενεργητικά, εύθυμσ και παρωθηTlκά συστατικά που ενυπάρχουν στσ παιχνίδια
θα οδηγήσουν τους μσθητές νσ ΣVσπrύξOυν τις ικανότητές τους και να
ενεργοποιήσουν τα κίνητρα τους γισ μάθηση (Peter Vankύs, 2005).
Συγκεκριμένα, τα παιχνlδια βελτιώνουν την αποτελεσματικότητα της
διδασκαλlας με τους παρακάτω τρόπους:
./ Ενισχύοντας και εξασκώντας τις μαθηματικές δεξιότητες μέσα σε ένα
σημαντικό πλαlσιο που έχει νόημα για τους μαθητές, έτσι π.χ. κατά τη
διάρκεια ενός παιχνιδιού στερεότυπες μαθηματικές πράξεις και
υπολογισμοlπoλλtςφορές επαναλαμβάνονται
./ Η χρήση διάφορων υλικών και ο κατάλληλοςχειρισμός τους βοηθάει τους
μαθητές να ταξινομήσουν τη σκέψη τους και να κατασκευάσουν τη
μαθηματικήγνώση.
./ Ενθαρρύνοντας τη συζήτηση μεταξύ των μαθητών με σκοπό να
διευκρινίσουνκαι να δικαιολογήσουντη σκέψη τους.
./ Βοηθώντας την ανάmυξη δεξιοτήτων που αφοραύν στην επlλυση
προβλημάτωνκαι στην εκμάθηση μαθηματικώναλγορlθμων.
./ Αυξάνοντας τα κίνητρα και τη συμμετοχή των μαθητών με αποτέλεσμα να
αναπτύσσουν μια θετική στάση απέναντι στο μάθημα, αυξάνοντας
ταυτόχρονατις πρασδακίεςτους και την επlδοση τους.
./ Ενθαρρύνονταςτα παιδιά να εργάζονταιανεξάρτητααλλά όχι μεμονωμένα
ενισχύονταςέτσι και την ομαδοσυνεργαTlκότητα.
./ Παρέχοντας μια μοναδική EUKaιpla να αναπτυχθεί η μαθηματικήσκέψη σε
τέτοιο βαθμό ώστε να ενισχύσει τη στάση των παιδιών απέναντι στα
μαθηματικά και να βελτιώσει τις κοινωνικές τους δεξιότητες (Alexander &
James, 2005).
Η αποτελεσματικότητατων διδακτικών παιχνιδιών
Η έννοια της αποτελεσματικότητας μιας διδακτικής μεθόδου έχει ακριβώς
την ίδια σημασlα με την αποτελεσματικότητα ως όρο της οικονομίας. Στη
διδασκαλlα το αποτέλεσμα της εργασlας συνδέεται με την εκιτλήρωση των
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διδακτικών στόχων. Έτσι η αποτελεσματικότητα μιας διδακτικής μεθόδαυ
εξαρτόται από την πραγματοποlηση μιας τέτοιας εκπλήρωσης. Δανειζόμενοι
λοιπόν την ορολογΙα της οικονομΙας μια διδακτική μέθοδος είναι περισσότερα
αποτελεσματική όταν η αξlα των χρησιμοποιούμενων πηγών (πόρων) εlναι
χαμηλότερη και η αξΙα της πραγμότωσης των διδακτικών στόχων ε!ναι
υψηλότερη (Vankύs, 2005).
Στα πλαΙσια της διδακτικής διαδικασΙας τις πρααναφερθεlσες πηγές ή
πόραυς αποτελούν: ο δόσκαλος, τα σχολικό εγχειρΙδια, το κτΙριο του σχολεlου,
οι στόχοι της διδασκαλlας, τα διδακτικό εργαλεlα, κ.λπ. Υπάρχουν όμως και
κόποιες συνθήκες ή όραι της διδασκαλίας όπως εΙναι ο αριθμός των μαθητών
σε μια τόξη, η χρονική διόρκεια μιας διδασκαλίας, ο αριθμός των ικανοτήτων και
των δεξιοτήτων που θα πρέπει να αναπτύξουν οι μαθητές, οι επιρροές που
δέχονται τα συναισθήματα τα κίνητρα και οι ατόσεις των μαθητών κ.ά. τα
παραπόνω ουσιώδη στοιχεΙα της διδακτικής διαδικασίας δεν μπορούν εύκολα
να μετρηθούν και να παρατηρηθούν. Παραδεlγματος χόριν εlναι πολύ δύσκολο
να εκτιμηθεί και να πρασδιορισθεl επακριβώς η αξία ενός διδακτικού στόχου.
Έτσι λοιπόν ανάμεσα σε δύο υποψήφιες διδακτικές μεθόδους εlναι
αποτελεσματικότερη εκεΙνη που φθόνει στην πραγμότωση των διδακτικών
στόχων καταλληλότερα και παραυσιόζει καλύτερες επιδόσεις απέναντι σε ένα
σύνολο κριτηρlων. Τέτοια κριτήρια χρησιμοποιούν οι παιδαγωγικές έρευνες που
καθορlζουν την αποτελεσματικότητα μιας διδακτικής μεθόδαυ. Συγκεκριμένα, η
έρευνα του Peter Vankύs (2005), που πραγματοποιήθηκε για να διαπιστώσει
την αποτελεσματικότητα των διδακτικών παιχνιδιών, χρησιμοποlησε τα
παρακότω κριτήρια:
Ι. Πόσο κατόλληλα πραγματοποιήθηκαν οι διδακτικοl στόχοι
11. Πόσο θετικές εlναι οι επιρροές που δέχθηκαν τα συναισθήματα, τα κlνητρα
και η στόση των μαθητών απέναντι στα μαθηματικό.
111. Πόσοι εΙναι οι μαθητές που μποραύν να διδαχθούν, ο τύπος και το
επΙπεδο τους ώστε η μέθοδας να θεωρεlται κατόλληλη γι' αυτούς.
IV. Πόση εlναι η χρανική διάρκεια της διδακτικής διαδικασlας που απαιτεlται
για την πραγματοποlηση των διδακτικών στόχων.
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Το πρώτο κριτήριο μπορεί να μετρηθεί με τα κατόλληλα διδακτικό τεστ,
που μετρούν γνώσεις, δεξιότητες και ψυχολογικές δυνατότητες. Το δεύτερο
διερευνόται από συνεντεύξεις και ερωτηματολόγια και τέλος το τρίτο και τέταρτο
κριτήριο μπορεί να παρατηρηθεί όμεσα.
Τα διδακτικό παιχνίδια βελτιώνουν τα συναισθήματα και τη στόση των
μαθητών απέναντι στα μαθηματικό, ενώ παρόλληλα αυξόνουν τα κίνητρό τους
ώστε να καταπιαστούν με εργασίες και μαθηματικές δραστηριότητες. Τα κίνητρα
και το ενδιαφέρον των μαθητών αποτελούν κόποιους από τους βασικότερους
παρόγοντες επιτυχίας και αποτελεσματικότητας της διδασκαλίας γενικότερα. Τα
διδακτικό παιχνίδια γενικότερα θεωρούνται κατόλληλα για να χρησιμοποιηθούν
στη διδασκαλία των μαθηματικών και αποτελούν μια ιδιαίτερα αποτελεσματική
διδακτική μέθοδο.
Πέρα όμως από τα κριτήρια που χαρακτηρίζουν την αποτελεσματικότητα
ενός παιχνιδιού, υπόρχουν και κόποια στοιχεία που χαρακτηρίζουν την
ποιότητα του. Έτσι, ένα ποιοτικό διδακτικό παιχνίδι θα πρέπει να:
" Εισόγει τους μαθητές σε ένα καθορισμένο επίπεδο δυσκολίας, που να
είναι ευέλικτο και να διαβαθμίζεται ανταποκρινόμενο στις ανόγκες και τις
γνωστικές απαιτήσεις τους.
" Προωθεί τη συζήτηση, βάζοντας τους μαθητές στη διαδικασία να
δικαιολογούν και να περιγρόφαυν τη σκέψη τους στους συμμαθητές τους.
" Εξασφαλίζει ότι η έκβασή του θα είναι πόντοτε απρόβλεmη.
Οι J AIexander & J James μέσα από τον συμβουλευτικό οδηγό του
Chήs!church CoIlege ΟΙ Education τον Ιανουόριο του 2005, προτείνουν κόποιες
χρήσιμες συμβουλές για τη χρήση των παιχνιδιών ώστε να εξασφαλιστεί μια
παραγωγική και ευχόριστη διδασκαλία των μαθηματικών.
" Τα παιχνίδια και οι συγκεκριμένες δεξιότητες θα πρέπει να
αντιμετωπίζονται ως τμήμα του μαθηματικού προγρόμματος απουδών και να
διδόσκονται πριν από την έναρξη της διαδικασίας του παιχνιδιού. Μερικές
φορές είναι χρήσιμο αρχικό τα παιδιό να παίζουν ανό ζεύγη και αργότερα να
οργανώνονται σε μικρές μαθητικές ομόδες.
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./ Το περιεχόμενο και η μορφή των παιχνιδιών θα πρέπει να
ανταποκρίνεται στις ανάγκες των μαθητών και στις τρέχουαες διδακτικές
προθέσεις.
./ Τα παιχνίδια θα πρέπει να εναωματώνονταιστο γενικότερο πρόγραμμα
της τάξης και να μην αποτελούν μια πρόακαιρη διαδικααίααποσυμφόρησηςτης
διδασκαλίας.
./ Είναι σημαντική η δημιουργίαενός μαθησιακού περιβάλλοντος,μέσα στο
οποίο οι μαθητές θα νιώθουν ασφαλείς και έτοιμοι να τολμήσουν και να
ρισκάρουν.
./ Είναι απολύτως αναγκαίο να καθιερωθούν οι συνθήκες του "fair pIay" κι
ενός υγιούς ανταγωνισμού, αλλά και οι δυνατότητες αυτο-διαχείρισης .
./ Οι οδηγίες θα πρέπει να είναι σαφείς και να εμπεριέχουν τους τρόπους
με τους οποίους μπορεί να φτάσει κάποιος στη σωστή απάντηση. Επίσης, θα
πρέπει να είναι ευέλικτες και να επιτρέπουνστους μαθητές εάν το επιθυμούννα
αλλάξουν τη μέθοδο του παιχνιδιού και με αυτό τον τρόπο να κάνουν το
παιχνίδιmo ενδιαφέρον και πιο προκλητικό. Η ευχέρεια αυτή αποτελεί μια από
τις πιο σημαντικέςδυνατότητεςπου προσφέρει το διδακτικό παιχνίδΙ.
./ Κατά τη διάρκεια του παιχνιδιού, η σκέψη των μαθητών γίνεται
περισσότερο διαφανής και ορατή δίνοντας έτσι μια ιδανική ευκαιρία στο
δάσκαλο να έχει πρόσβαση σε αυτή και να διακρίνει το επόμενο βήμα της
μάθησης.
./ Οι διαδικασίες και οι δραστηριότητες θα πρέπει να είναι καλά
σχεδιασμένες,τα παιδιά να γνωρίζουν τις προσδοκίεςτου παιχνιδιού έτσι ώστε
να στρέφουν την προσοχή τους προς αυτή την κατεύθυνση.
./ Θα πρέπει να ελέγχεται το εττiπεδo θορύβου κατά τη διάρκεια του
παιχνιδιού.Ίσως η ρύθμιση του από τους ίδιους τους μαθητές και συγκεκριμένα
από ένα μέλος της κάθε ομάδας θα ήταν ο καλύτεροςτρόπος.
./ Ένας τρόπος ανακεφαλαίωσηςκαι ανατροφοδότησηςθα ήταν στο τέλος
της διαδικασίας οι μαθητές να δηλώνουν αυτό που μόλις έμαθαν μέσα από το
παιχνίδι τους.
./ Τα παιχνίδια θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν στο πλαίαιο της
εργασίας για το σττίτl. Με την ανάθεση εργασίας των παιχνιδιώνπου έχουν ήδη
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διδαχθεί στην τάξη ενθαρρύνεται η ενδεχόμενη συζήτηση και η αλληλεπiδραση
ανάμεσα στους μαθητές και στους γονείς τους. Eπiσης με αυτόν τον τρόπο
προσφέρεται ένα επιπλέον στοιχείο εκεlνο της χαράς και της διασκέδασης στην
μαθηματική εργασία.
Ένα καλά σχεδιασμένο παιχνίδι μπορεί να δημιουργήσει ένα άριστο
περιβάλλον για τη μάθηση των μαθηματικών, όμως δεν πρόκειται να
εξασφαλlσει ότι τα παιδιά θα μάθουν και σlγουρα δεν θα αντικαταστήσει τον
δάσκαλο (ΑίnΙθΥ, 1990). Για να έχουν τα παιχνίδια αξlα στο μάθημα των
μαθηματικών, πρέπει να εlναι κάτι παραπάνω από μια διαδικασία που
χρησιμοποιείται μόνο για να καλύψει το χρόνο του μαθήματος ή απλά για να
περνάνε ευχάριστα οι μαθητές την ώρα τους. Δεν πρέπει να αποτελούν μόνο
μια ανταμοιβή γι' αυτούς που εmτυγχάνουν στην εργασία τους, αλλά όπως
συνήθως επιδιώκεται οι αδύνατοι μαθητές εlναι αυτοί που πρέπει να
ωφελούνται από την ενσωμάτωση και χρήση των παιχνιδιών στη διδασκαλία.
Το παιχνlδι πρέπει να έχει έναν ξεκάθαρα σκοπό και τα μαθηματικά που
κρύβονται πίσω από αυτό να καθορlζονται επακριβώς και να ανταποκρίνονται
στις ανάγκες των μαθητών (Swan, 2004). Υπό αυτές τις συνθήκες, βασικό
μέλημα του δασκάλου είναι να εξασφαλίσει ότι τα παιδιά καθώς παίζουν
χρησιμοποιούν περισσότερο χρόνο στη δέσμευση των μαθηματικών που
κρύβανται πίσω από το παιχνlδι, παρά στην άσκοπη συζήτηση γύρω από αυτό.
Η έννοια της διαφάνειας του παιχνιδιού
Οι σύγχρονοι παιδαγωγοl - ερευνητές δεlχνουν ένα ολοένα αυξανόμενο
ενδιαφέραν για τη μελέτη της μάθησης των μαθηματικών ως μια κατάσταση που
περιλαμβάνει τον χειρισμό υλικών, αντικειμένων και γεγονότων (Greeno, 1988
MeIra, 1998). Συγκεκριμένα, ο Greeno υποστηρίζει πως ο χειρισμός των
φυσικών αναφορών των συμβόλων (αναφερόμενος στα υλικά) αποτελεί μια
μαθηματική δραστηριότητα γεμάτη νόημα. Μέσα σε αυτό το πλαίσιο ενισχύεται
η άποψη ότι η μαθηματική γνώση θα πρέπει να γεννηθεl μέσα από την εμπειρlα
που σχετίζεται με ζητήματα της καθημερινής ζωής, είτε μέσα από τη χρήση
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υλικών σχεδιασμένων κατάλληλα για να ανακλάσουν μαθηματικές έννοιες και
ιδέες.
Έτσι λοιπόν πραγματοποιούνται αρκετές έρευνες με σκοπό να ελέγξουν
την αποτελεσματικότητα των υλικών αυτών που χρησιμοποιούνται ως
υποστηρικτικά μέσα και εργαλεία διδασκαλίας. Εκτός όμως από την
αποτελεσματικότητά τους ελέγχεται ο τρόπος που αυτά χρησιμοποιούνται από
τους μαθητές, ποια είναι τα χαρακτηριστικά τους, πως μετατρέπονται σε
μαθηματικές δραστηριότητες και κυρίως με ποιο τρόπο προσεγγίζουν τη
μαθηματική γνώση. Με λίγα λόγια ελέγχεται η επιστημονική τους ακρίβεια και η
ποιότητά τους ή αλλιώς η διαφάνεια τους ως μετάφραση του όρου transparency
όπως συναντάται στη διεθνή βιβλιογραφία. Από τη στιγμή λοιπόν που το
παιχνίδι αποτελεl ένα διδακτικό εργαλεlο υποστηρικτικό της διδασκαλίας, η
διαφάνεια του αποτελεί ένα από τα βασικά του χαρακτηριστικά και ταυτόχρονα
το κυριότερο ίσως κριτήριο για την ποιότητά του.
Η έννοια της διαφάνειας του παιχνιδιού εστιάζει στην ουσιαστική
ποιότητά του και στον τρόπο με τον οποlο θα μπορεί να οδηγήσει τους παlκτες
σε γνωστική ανάmυξη με το να μπορούν να διακρίνουν τις μαθηματικές σχέσεις
και τις βασικές αρχές μέσα από το ίδιο το παιχνίδι Με αυτήν την οπτική, τα
νοήματα που κατασκευάζουν οι μαθητές καθώς συμμετέχουν στις
δραστηριότητες του παιχνιδιού μοιάζουν με μικρά κομμάτια πληροφοριών που
οικοδαμούνται σταδιακά.
Επιπλέον, ένα παιχνίδι μπορεί να χαρακτηριστεί λιγότερο ή περισσότερο
διαφανές ανάλογα με την ποιότητα της σχέσης που δηλώνεται ανάμεσα στα
υλικά που το απαρτίζουν και στον τομέα της γνώσης στον οποlο αναφέρεταΙ.
Όλα αυτά βέβαια, σχετίζονται και εξαρτώνται από τις επιλογές του σχεδιαστή -
κατασκευαστή του παιχνιδιού. Υπάρχει όμως και μια άλλη πλευρό της
διαφάνειας η οποία σχετίζεται με τη συμμετοχή των μαθητών και την μαθητική
δραστηριότητα μέσα σε ένα πλαίσιο πολιτιστικής πρακτικής. Για να γίνει
κατανοητή η παραπάνω εκδαχή του όρου, θα πρέπει αρχικά να διευκρινιστούν
οι έννοιες δραστηριότητα και πρακτική. Συγκεκριμένα, ο όρος δραστηριότητα
αναφέρεται σε μια αλληλουχlα δρόσεων (πρακτικών και πνευματικών) που
πραγματοποιούνται από ανθρώπους και αποκτούν νόημα μέσα σε ένα
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κοινωνικοπολιτιστικό πλαlαιο. Ο όρος πρακτική χρηαιμοποιείται για να
καθορlσει μια κοινωνική ομάδα στα πλαlαια της οποίας τα άτομα μοιράζονται
δραστηριότητες και τρόπους πράξης και επικοινωνίας (Meira, 1998). Έται
λοιπόν όπως όλα τα υποατηρικτικά υλικά έται και τα παιχνlδια αποτελούν
εργαλεlα πρόαβααης ατη γνώαη, στις δραστηριότητες και στις πρακτικές μιας
συγκεκριμένης κοινωνικής ομάδας. Με βάση την οπτική αυτή οι Lave και
Wenger (1991) δlνουν έναν εναλλακτικό ορισμό της διαφάνειας ως εξής: (,Η
διαφάνεια μιας τεχνολογίας πάντα υπάρχει. Η διαφάνεια κάθε τεχνολογlας
συνήθως υφlσταται με σεβασμό σε κάθε σκοπιμότητα και συνδέεται πολύπλοκα
με την πολιτιστική πρακτική και κοινωνική οργάνωση στα πλαlσια της οποίας η
τεχνολογία φτιάχτηκε για να λειτουργήσει: δεν μπορεl να θεωρηθεl ως ένα
μεμονωμένο χαρακτηριστικό κάποιου υλικού αλλά σαν κάτι που επιτυγχάνεται
μέσα από συγκεκριμένους τράπους συμμετοχής όπου η τεχνολογία έχει
διαμεσολαβητικό ρόλο•.
Κατά συνέπεια ένα παιχνlδι γίνεται διαφανές μέσα από τη χρήση του σε
συγκεκριμένεςδραστηριότητεςκαι σε σχέση με την τροποποίησηπου υφίσταται
καθώς οι μαθητέςπαlζουν.
Ανεξάρτητα όμως από την οmική και την ερμηνεlα που θα δοθεl στην
διαφάνεια ένα παιχνlδι πρέπει να αποτελεί αρχικά το κίνητρο για να εμπλακούν
οι μαθητές σε μια μαθηματική δραστηριότητα και το μέσο με το οποίο θα
κατασκευάσουν τη γνώση. Θα πρέπει να δεlχνει έμμεσα αλλά ξεκάθαρα τις
μαθηματικές ιδέες που αν και κρύβονται πίσω από αυτό αποτελούν το σκοπό
για τον οποlο σχεδιάστηκε. Ένα ποιοτικό και αποτελεσματικό παιχνlδι θα
πρέπει επίσης να κρατά αμεlωτο το ενδιαφέρον των μαθητών, χωρlς όμως να
μένουν στην επιφάνεια και να αναλώνονται με ασήμαντες λεmομέρειες, χωρίς
δηλαδή απλά να παΙζουναλλά ταυτόχρονανα μαθαΙνουν.
Η συμβολήτων παιχνιδιώνστη διαμόρφωσηθετικήςστάσης
απέναντιστα μαθηματικά
Η κινητοποlηση των μαθητών ως προς τη συμμετοχή τους στην τάξη
αποτελεί βασικό μέλημα των εκπαιδευτικώνεξαιτίας της γενικότερηςφτωχής και
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περιορισμένης σποδοχής της κοινωνίας απέναντι στη μαθηματική mITuxia
(Kloostenηan & Gonηan, 1990). Είναι λίγοι οι ενήλικες που θυμούνται με
νοσταλγία τις εμπειρίες που είχαν στα μαθηματικό κατό την παιδική τους ηλικία,
ανσπολώντας τα σχολικό τους χρόνια. Τις πιο πολλές φορές, οι όνθρωποι
θυμούνται τις δυσκολίες που βίωσαν και συνήθως έχουν μια αρνητική αίσθηση
και ανόμνηση για τα μαθημστικό. Δυστυχώς, αυτή η μεγόλη σπέχθεια που
παρατηρείται απέναντι στα μαθηματικό μεταδίδεται εύκολα από τους ενήλικες
στα παιδιά.
Η αρνητική στόση απέναντι στο πρόγραμμα σττουδών και τη διδασκαλία
των μαθηματικών σποτέλεσε κατό καιρούς το θέμα μελέτης αρκετών ερευνών
(Leder, 1987; McLeod, 1992; lan, Brown, Evans, & Hannula, 2006).
Συγκεκριμένα, ο McLeod (1992:581) διατύπωσε ένα σαφή ορισμό γι' αυτό που
δηλώνεται στον όρο «στόσεις»: «συναισθηματικές σπαντήσεις που
περιλαμβόνουν τα θετικό ή αρνητικό συναισθήματα μέτριου ένταση και λογική
σταθερότητα». Ο McLeod σημείωσε ότι οι στόσεις αναmύσσονται με το χρόνο
και την εμπειρία και είναι εύλογα σταθερές, σε τέτοιο βαθμό ώστε αν οι αλλαγές
στις στόσεις των μαθητών πραγματοποιηθούν μπορούν να έχουν
σποτελέσματα μακρός διαρκείας.
Όταν τα παιδιό αρχίζουν το σχολείο διαμορφώνουν συγκεκριμένες
στόσεις σπέναντι στην μόθηση που πηγόζουν από το οικογενειακό τους
περιβόλλον (Lumsden, 1994). Εντούτοις, η σχολική επιτυχία ή αποτυχία
επηρεόζει αυτές τις αρχικές τους στόσεις, αλλό και σε εκείνες που
διαμορφώνονται από τη σχολική εμπειρία, οι οποίες με τη σειρό τους έχουν
αντίKΤUΠO στις επόμενες καταστόσεις και διαδικασίες που πραγματοποιούνται
μέσα στην τόξη. Άλλοι παρόγοντες που έχουν επιπτώσεις στη μόθηση και τη
διαμόρφωση των στόσεων και των κινήτρων των μαθητών, είναι η ποιότητα της
διδασκαλίας, ο χρόνος, οι συζητήσεις που συντελούνται στην τόξη και οι μεταξύ
τους αλληλεπιδρόσεις (Reynolds & Walberg, 1992; TayIor, 1992).
Οι σύνθετοι και αλληλοεξαρτώμενοι παρόγοντες που αναφέρθηκαν
παραπάνω ενημερώνουν την εκπαιδευτική έρευνα για το αντίκτυπο που πιθανό
να έχουν τα παιχνίδια στη σχηματοποίηση των στόσεων των μαθητών.
71
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly









Τα παιχνίδια μαθηματικών χρηαιμοποιούνται ευρέως στις σχολικές τάξεις
γισ πολλούς λόγους όπως γισ να ενισχύσουν τη στάση των μαθητών απένσντι
στσ μαθηματικά. Τα μαθηματικά παιχνίδια είναι δημοφιλή στους δασκάλους ως
εναλλακτικές πρακτικές της διδασκαλίας, που χρησιμοποιούνται σε σρκετές
περιπτώσεις του προγράμματος σττουδών των μαθηματικών, και κυρίως για
εξάσκηση στους αριθμητικούς υπολογισμούς. Πολλές μελέτες
πραγματοποιήθηκαν με σκοπό να ανιχνεύσουν τη στάση των παιδιών απέναντι
στα παιχνίδια ως όχημα για τη γνώση των μαθηματικών. Επίσης, ερευνούν τα
παιχνίδια ως παιδαγωγικές προσεγγίσεις που ενισχύουν τη μάθηση και έχουν
θετικές επιδράσεις στους μαθητές αλλάζοντας τη στάση τους απέναντι στο
μάθημα (Bragg, 2006). Στη διεθνή βιβλιογραφία υποστηρίζεται η άποψη ότι τα
παιχνίδια ενεργοποιούν τα κίνητρα και το ενδιαφέραν των μαθητών, αφού
δημιουργούν ένα πεδίο ανταγωνισμού, πράκλησης και διασκέδασης, που οι
τελευταίοι δείχνουν να απολαμβάνουν (Bragg, 2003; Gough, 1999; Owens,
2005).
Η χρησιμότητα των παιχνιδιών ως εργαλείο διδασκαλίας και μάθησης θα
πρέπει να γίνει σαφέστερη και περισσότερο ρητή στα παιδιά. Οι μαθητές
εκτιμούν και σττολαμβάνουν τα παιχνίδια εκείνα που τους παρέχουν εμφονείς
ευκαιρίες μάθησης και τους εφοδιάζουν με θετικές εμπειρίες (Bragg, 2006),
επομένως οι δάσκαλοι και οι υπεύθυνοι για την ανάπτυξη των πραγραμμάτων
σττουδών θα πρέπει να διευκρινίσουν τα αποτελέσματα της μάθησης που
σχετίζονται με τα παιχνίδια και με αυτόν τον τράπο να οριοθετήσουν αλλά και να
ενισχύσουν τη σχέση τους με τους μαθητές. Οι μαθητές θα πρέπει επίσης να
ενθαρρύνονται για να αποδείξουν και να εφορμόσουν αυτό που έμαθαν
παίζοντας κατά τη διάρκεια αλλά και μετά από την εμπειρία του παιχνιδιού. Οι
συζητήσεις, υποκινούμενες από το δάσκαλο με σκοπό να τονίσουν και
αναδείξουν το εκπαιδευτικό όφελος των παιχνιδιών θα μπορούσαν να φανούν
ιδιαίτερα χρήσιμες για την ανάmυξη και προώθηση μιας θετικής στάσης
απέναντι στη χρήση των παιχνιδιών ως παιδαγωγικό εργαλείο.
Παρέχοντας στους μαθητές την ευκαιρία να συνειδητοποιήσουν και να
χρησιμοποιήσουν άμεσα τα οφέλη ενός παιχνιδιού πέρα σττό τις μαθηματικές
έννοιες που εμφανίζονται σε αυτό, η προσοχή τους επικεντρώνεται στη
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δυναμική των παιχνιδιών να τους προσφέρουν σημαντικές και συνόμα χρήσιμες
εμπειρίες μόθησης. Οι δόσκαλοι θα πρέπει να ενθαρρυνθούν και να
υποστηρίξουν τη χρήση των παιχνιδιών στην τόξη, αλλό και να
μεγιστοποιήσουν τη δυναμική τους ενισχύοντας τους μαθητές σε μια διαδικασία
μεταγνώσης, ενημερώνοντός τους για τα προϊόντα της μόθησης και τη
μαθηματική γνώση που αποκομίζουν μέσα σττό την εμπειρία ενός παιχνιδιού. Η
προσττόθεια ενθόρρυνσης της χρήσης μαθηματικών παιχνιδιών μπορεί να
επεκταθεί ακόμη και στο σττίτι. Οι δόσκαλοι των μαθηματικών θα μπορούσαν να
ενημερώσουν τις οικογένειες των παιδιών για τα εκπαιδευτικό οφέλη των
παιχνιδιών, προωθώντας έτσι μια θετική στόση για αντιμετώπισή τους ως
αποδεκτό παιδογωγικό εργαλείο (Bragg, 2007).
Το Θεωρητικό Πλαίσιο των Παιχνιδιών
Κονστρουκτιβισμός
Ο κονστρουκτιβισμός αποτελεί το θεωρητικό υπόβαθρο του τρόπου με
τον οποίο οι μαθητές χτίζουν τις γνωστικές δομές τους μέσω των μαθηματικών
παιχνιδιών. Τα παιχνίδια με τις κατόλληλα σχεδιασμένες δραστηριότητες
μπορούν να προκαλέσουν γνωστική ανισορροπία στις ήδη υπόρχουσες
εννοιολογικές δομές των μαθητών με σκοπό οι τελευταίοι να τροποποιήσουν τα
γνωστικό τους σχήματα και να επέλθει τελικό γνωστική ισορροπία. Η κεντρική
ιδέα γύρω από την οποία έχει αναmυχθεί η εποικοδομητική θεωρία ή
κονστρουκτιβιστική ή δομική ή δομητισμός (Pόmης & Pόmη, 1998) είναι η
όποψη ότι ο μαθητής ή η μαθήτρια οικοδομεί με προσωmκό τρόπο τη γνώση
συνδυόζοντας το νέο με το παλιό και προσαρμόζοντας τις νέες πληροφορίες και
γνώσεις στις ήδη υπόρχουσες ιδέες, γνώσεις και αντιλήψεις (Driνer & Oldman,
1986).
Ο κονστρουκτιβισμός αποτελεί έναν τρόπο ερμηνείας του πώς η μόθηση
πραγματοποιείται και οι σττόψεις του Piaget καθιέρωσαν το θεωρητικό αυτό
πλαίσιο που αποδεικνύεται ιδιαιτέρως καρποφόρο στην περίmωση των
παιχνιδιών. Συγκεκριμένα, περιγρόφει τη γνώση ως οντότητα που χτίζεται
επόνω στην προηγούμενη γνώση, τροποποιώντας την. Έτσι πρέπει να
73
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly






οργανωθούν καταστάσεις μάθησης στις οποΙες η παλιά εμπειρία να μπορεί να
συμμορφώνεται με την καινούρια. Τέτοιου είδους καταστάσεις μπορεί να
προσφέρει με EmTuxia και αποτελεσματικότητα ένα μαθηματικό παιχνίδι Στη
μαθηματική εκπαίδευση ο γνωστικός κονστρουκτιβισμός νοείται ως
παιδαγωγικός κονστρουκτιβισμός που σηματοδοτεί την αποδοχή των
εποικοδομητικών απόψεων ότι κατά την οικοδόμηση της νέας γνώσης ο
μαθητής κατέχει ενεργό ρόλο, δεν εΙναι δέκτης αλλά ενεργητικός κατασκευαστής
της γνώσης του.
Βασικά σημεΙα της θεωρΙας του κονστρουκτιβισμού μπορούν να
θεωρηθούν τα παρακάτω (Noddings, 1990):
• Η γνώση κατασκευάζεται Η μαθηματική γνώση οικοδομείται μέσα από μια
διαδικασία ανακλαστικής αφαίρεσης.
• Υπάρχουν γνωστικές δομές που ενεργοποιούνται κατά την κατασκευή της
νέας γνώσης και περιγράφουν το αποτέλεσμα της γνωστικής αυτής
δραστηριότητας λειτουργώντας ακριβώς όπως ένας Η/Υ.
• Οι γνωστικές δομές βρΙσκονται σε μια συνεχή διαδικασία ανάmυξης. Η
νοητική δραστηριότητα περιλαμβάνει την τροποποΙηση των υπαρχόντων
γνωστικών σχημάτων. Το άτομο βρίσκεται υπο την πίεση του περιβάλλοντός
TOU.
• Η αποδοχή του Κονστρουκτιβισμού ως γνωστική θέση οδηγεί στην υιοθέτηση
του μεθοδολογικού Κονστρουκτιβισμού.
" Ο μεθοδολογικός Κονστρουκτιβισμός αναmύσσει ερευνητικές μεθόδους
για τη μελέτη της διαδικασίας μάθησης βασισμένες στις αρχές του
γνωστικού Κονστρουκτιβισμού.
" Ο παιδαγωγικός Κονστρουκτιβισμός προτείνει μεθόδους διδασκαλίας
βασισμένες στις αρχές του γνωστικού κονστρουκτιβισμού.
Για τους δασκάλους ο μεθοδολογικός κονστρουκτιβισμός μετουσιώνεται
σε παιδαγωγικό κονστρουκτιβισμό. Γοα την αποτελεσματικότερη διδασκαλία θα
πρέπει να είναι σε θέση να γνωρΙζουν τις σκέψεις των μαθητών τους, τις
αντιλήψεις και διαισθητικές τους ιδέες καθώς και τις ενέργειες που μπορούν ή
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θέλουν να διεξάγουν, σύμφωνα με τον τρόπο που χειρίζονται τα διάφορα
διδακτικά υλικά που προσφέρονται μέσα στην τάξη. Οι γνωστικές και
εwοιολογικές πραΟποθέσεις και πρατάσεις του εποικοδαμητισμού
αναδεικνύουν κάποιες χρήσιμες οδηγίες και κατευθύνσεις, όχι όμως
συγκεκριμένες μεθόδαυς διδασκαλίας (Noddings, 1990). Ο παιδαγωγικός
κονστραυκτιβισμός πρατείνει περισσότερο εμπειρικά διαγνωστικά εργαλεία, που
μπορούν να αποκαλύψουν τρόπους και μοτίβα σκέψης των μαθητών, συνήθεις
λανθασμένες ιδέες και παρερμηνείες που συνιστούν γνωστικά εμπόδια στη
διαδικασία οικοδόμησης της γνώσης. Επιπλέον, δίνει την ευκαιρία στο δάσκαλο
να επεξεργαστεί τις aπαντήσεις των μαθητών του όταν αυτοί, γισ παράδειγμα,
ενθαρρύνονται να σκεφτούν μεγαλοφώνως κσι να περιγράψουν τη λογική που
χρησιμοποιούν σε μια ερώτηση ή ένα δοσμένο πρόβλημσ. Οι παραπάνω
προΟποθέσεις προσφέρανται κατά κόρον στα διδακτικά παιχνίδια, όπως επίσης
και η δυνστότητα να συνειδητοποιήσουν τα παιδιά τη δύναμη που διαθέτει η
σκέψη τους κσι ότι τα λάθη τους μποραύν εύκολα να διορθωθαύν . Τα παιχνίδια
αποτελούν ένα μαθηματικό περιβάλλον που αλληλεπιδρά με τους μαθητές ώστε
να αφομοιωθεί η νέα γνώση και να συμμορφωθαύν οι γνωστικές δομές που ήδη
υπάρχουν. Ο χειρισμός των κστάλληλων υλικών και εργαλείων καθώς τα παιδιά
παίζουν δημιουργούν ταυτόχρονσ ισχυρές κατασκευές που προάγουν την
επίτευξη της μάθησης. Ακόμη και μια αδύναμη κατασκευή που βασίζεται στην
απλή aποδοχή της νέας γνώσης δεν μπορεί να είναι λανθασμένη (Noddings,
1990).
Εργασία σε ομάδες και κοινωνικός κονστρουκτιβισμός
Προκειμένου να ενισχυθεί η διαδικασία δημιουργίας μιας ισχυρής
κατασκευής είναι σημαντικό να δοθεί έμφαση και πρατεραιότητα στην ομαδική
εργασία aπό τους μαθητές. Κατά τη συνεργατική μάθηση, η χρήση μικρών
ομάδων αποτελεί μια ενδεδειγμένη στρατηγική για τη δημιουργία θετικής
αλληλεπίδρασης μεταξύ των μαθητών.
Στα πλαίσια του εποικοδομητισμού, ο Ρώσος ψυχολόγος και φιλόσοφος
Vygotsky στις αρχές της δεκαετίας του 1930 τόνισε την κοινωνική διάσταση της
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1
οικοδόμησης της γνώσης σε σχέση με τη γλώσσα εδραιώνοντας έτσι τον
κοινωνικό εποικοδομητισμό. Υποστήριξε ότι η ανάπτυξη της νόησης προκύπτει
ως αποτέλεσμα της κοινωνικής και πολιτισμικής αλληλεπίδρασης και κατέληξε
σε σημαντικά συμπεράσματα σχετικά με την εξέλιξη της γλώσσας ως εργαλείου
που διαμεσολαβεί ανάμεσα στο αναmυσσόμενο άτομο και στο περιβάλλον
μέσα στο οποίο αναπτύσσεται και με το οποίο αλληλεπιδρά.
Αρχές του Vygotsky για τη μάθηση:
• Η μάθηση και η ανάπτυξη είναι μια κοινωνική και συνεργατική
δραστηριότητα που δεν μπορεί να διδαχθεί. Εξαρτάται από τον μαθητή να
οικοδομήσει τη δική του κατανόηση στο μυαλό του. Σε αυτή τη διαδικασία ο
δάσκαλος ενεργεί ως διευκολυντής της μάθησης.
• Η ζώνη της εττικείμενης ανάmυξης μπορεί να χρησιμοποιηθεί για
το σχεδιασμό των κατάλληλων καταστάσεων κατά τη διάρκεια των οποίων
πρoσφtρεται στο μαθητή η απαραίτητη υποστήριξη για τη μέγιστη μάθηση.
• Όταν προσφερθούν οι κατάλληλες καταστάσεις πρέπει να ληφθεί
υπόψη ότι η μάθηση θα πρέπει να επιτευχθεί σε πλαίσια που έχουν νόημα,
κατά προτίμηση σε εκείνο το πλαίσιο στο οποίο η μάθηση μπορεί να
εφαρμοστεί.
• Εμπειρίες εξωσχολικές πρέπει να συσχετιστούν με τις σχολικές
εμπειρίες. Εικόνες, προσωπικές ιστορίες, στιγμιότυπα ειδήσεων, που
ενσωματώνονται στις δραστηριότητες, παρέχουν στους μαθητές την αίσθηση
της ύπαρξής τους μεταξύ της κοινότητας και της μάθησης (Vygotsky, 1934).
Ο Vygotsky (1978) εστίασε στην ομαδική αλληλεπίδραση ως πηγή
ανάπτυξης των διανοητικών διαδικασιών, όπου υποστήριξε ότι τα παιδιά
σταδιακά εσωτερικοποιούν τη συζήτηση που λαμβάνει χώρα μέσα στις ομάδες.
Ειδικότερα, όταν τα παιδιά εργάζονται σε ομάδες προκαλούν τις σκέψεις τους,
αναλογίζονται πάνω στις ιδtες τους αλλά και στις ιδέες των άλλων και τους
δίνεται η ευκαιρία να προτείνουν, να απορρίψουν ή να αναθεωρήσουν
σταθεροποιώντας τη σκέψη τους. Στα πλαίσια λοιπόν του κοινωνικού
κονστρουκτιβισμού, η έμφαση δίνεται στις διαδικασίες επικοινωνίας και
διαπραγμάτευσης μέσα στις κοινότητες μαθητών. Από τη στιγμή που η
συζήτηση και η ανταλλαγή ιδεών μέσα σε μια μαθητική κοινότητα οδηγεί σε
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γενικώς αποδεκτά μαθηματικά συμπεράσματα. τότε η κοινότητα μετατρέm:ται
σε μαθηματική κοινότητα που διαθέτει τους δικούς της κανόνες και νόρμες
συμπεριφοράς και λειτουργίας (Noddings. 1990).
Υπό αυτό το πρίσμα, οι ομάδες μαθητών που παίζουν ένα μαθηματικό
παιχνίδι αποτελούν μαθηματικές κοινότητες με σκοπό την ανάπτυξη
συγκεκριμένων μαθηματικών εννοιών και δεξιοτήτων. Έτσι. η συνεργασία
μεταξύ των παικτών ή των ομάδων που συνήθως απαρτίζουν τους παίκτες ενός
παιχνιδιού συνάδει απόλυτα με τις συνέπειες του κοινωνικού
κονστρουκτιβισμού για τη διδασκαλία και τη μάθηση. Η συζήτηση ενθαρρύνεται
ανάμεσα στους μαθητές. τόσο για τον καθορισμό ενός θέματος όσο και για την
ανάmυξή του. Ολοι ξεκινούν το παιχνίδι έχοντας τις δικές τους εμπειρίες και
ιδέες, γεγονός που εmβάλλει οι ιδέες αυτές να εξερευνηθούν με την ομιλία. την
καταγροφή, τον έλεγχο και τη σύγκριση με τις ιδέες των άλλων. Για να καταλήξει
λοιπόν κάθε ομάδα σε ένα μαθηματικό συμπέρασμα, προκύmει ταυτόχρονα
ένα ισχυρό κοινωνικό και μαθησιακό αποτέλεσμα. Μέσα από τη συνεργασία. ο
καθένας μαθαίνει από τις ιδέες και τις δυνατότητες των άλλων. Συνήθως. η
παρέμβαση του δασκάλου είναι όσο το δυνατό μικρότερη και μόνο όταν οι
μαθητές συναντήσουν δυσκολίες. Κατά τη διάρκεια του παιχνιδιού η συνεργασία
του δασκάλου με τους μαθητές είναι δεδομένη και στα πλαίσια της
εποικοδομητικής μάθησης, της ομαλής συνεργασίας των μαθητών και του νέου
ρόλου του δασκάλου είναι δυνατή η αποστασιοποίησή του από τις ομάδες
εργασίας και η αφαίρεση της συνηθισμένης πηγής εξουσίας από την τάξη.
Ιστορία των Μαθηματικών και διδακτικό παιχνίδι
Ο συνδυασμός των μαθηματικών με την ιστορία δημιουργεί διασυνδέσεις
και ενοποιεί στα πλαίσια του προγράμματος σττουδών διαφορετικά διδακτικά
αντικείμενα. Οι γνώσεις που ήδη διαθέτουν οι μαθητές από το χώρο της
ιστορίας, που μπορεί να αφορά έναν αξιόλογο πολιτισμό του παρελθόντος,
κάποιο ιστορικό πρόσωπο ή ακόμη και μεμονωμένες ιστορικές πληροφορίες
μπορούν να αποτελέσουν το υπόβαθρο στο οποίο οι μαθητές θα έχουν τη
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lδυνατότητα να ανταλλάξουν ιδέες και να εξερευνήσουν μια νέα μαθηματική
έννοια. 'Ετσι λοιπόν αν μια μαθηματική δραστηριότητα βασίζεται σε ένα ήδη
γνωστό και οικείο μονοπάτι που διαγράφεται από την ιστορία, η μαθηματική
εμπειρία μπορεί να λειτουργήσει στα χνάρια μιας υπενθύμισης αποκτώντας
νόημα και παρέχοντας μία ισχυρά διανοητική σύνδεση για την εκμάθηση νέων
μαθηματικών εννοιών και δεξιοτήτων.
Η δημιουργία ενός παιχνιδιού που βααίζεται ατην ιστορία αποτελεί ένα
ισχυρό διδακτικό εργαλείο κι έναν τρόπο με τον οποίο παρέχονται στους
μαθητές ευκαιρίες για μαθηματική εμπειρία. Ο αυγκεκριμένος τρόπος
διδασκαλίας συνδυάζει την ιστορία των μαθηματικών και το διδακτικό παιχνίδι
διατηρώντας τα ειδικά χαρακτηριστικά και τα πλεoν~Kτήματα και των δύο αυτών
προσεγγίσεων ι μια ενοποίηση που μπορεί να αποβεί ιδιαίτερα αποτελεσματική.
Το παιχνίδι μπορεί να αποτελέσει ένα δημιουργικό τρόπο για την εισαγωγή της
ιστορίας των μαθηματικών ατη σχολική τάξη αλλά και την παιδαγωγική της
αξιοποίηση. Ουσιαστικά, λειτουργεί ως διαμεαολαβητής ανάμεσα στην
διδακτική προσέγγιαη που προτείνει η ιστορία των μαθηματικών και στη
διδασκαλία τους. Παράλληλα, με αυτή τη λογική το παιχνίδι αποτελεί το μέσο
και η ιστορία τον τρόπο με τον οποίο μπορεί να πραγματοποιηθεί η διδαακαλία
των μαθηματικών σε ένα αυθεντικό πλαίσιο που να έχει νόημα για τους
μαθητές. Ταυτόχρανα λοιπόν λειτουργούν αλληλοσυμπληρωματικά, διότι η
ιστορία αποτελώντας τη βάση στην οποία θα σχεδιαστεί το παιχνίδι είναι μια
παιδαγωγική αφορμή για την αξιοποίηση του παιχνιδιού ως διδακτικό εργαλείο
με διεπιστημονικό αλλά και διαθεματικό χαρακτήρα.
Στα πλαίσια του παιχνιδιού, επιχειρείται η αναζήτηαη δεδομένων από
τους διαφορετικούς επιστημονικούς κλάδους της ιστορίας και των μαθηματικών,
οπότε παίρνει διεπιστημονικό χαρακτήρα, ενώ παράλληλα γίνεται αναφορά στις
προεκτάσεις που έχει η μελέτη των μαθηματικών αε έναν χώρο πέρα από
αυτόν στον οποίο ανήκουν. Έτσι αποκτά και διαθεμαTlκό χαρακτήρα.
Οι δύο αυτές προσεγγίαεις της ιστορίας των μαθηματικών και του
διδακτικού παιχνιδιού έχουν ορισμένα κοινά σημεία και χαρακτηριστικά που
78
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
09/12/2017 00:38:43 EET - 137.108.70.7
]]
Ι
πλαισιώναυν και αριοθετούν τη συνδυαστική τους χρήση στη διδασκαλία.
Συγκεκριμένα:
• Δίνουν μια κοlνωνlκοπολlTlστική διάσταση στα μαθηματικά
αναδεικνύοντας τον ανθρώπινο χαρακτήρα τους.
• Προκαλούν με τρόπο δημιουργικό τη σκέψη και συμβάλουν στην
οικοδόμηση της μαθημστικής γνώσης, στα πλαίσια του κοινωνικού
εποικοδαμητισμού.
• Αποτελούν νέους, εναλλακτικούς τρόπους διδασκαλίας κοι
μάθησης καθώς πλαισιώνουν και ομορφαίνουν τα μαθηματικά.
• Προσφέρουν μια ποικιλία θεμάτων που μπορούν να
χρησιμοποιηθούν σε πολλά κεφάλαια της μαθηματικής ύλης.
• Αυξάνουν το ενδιαφέρον των μαθητών καλλιεργώντας μια θετική
στάση απέναντι στο μάθημα.
• Προσφέρουν ιδανικό πλαίσιο συνάντησης της επιστημονικής
γνώσης με την εμπειρικο-βιωματική των μαθηματικών.
• Γενικεύουν και εμπλουτίζουν τη μαθηματική δραστηριότητα.
• Δημιουργούν κατάλληλες συνθήκες μάθησης.
• Αναδεικνύουν τη χρησιμότητα των μαθηματικών από την απλή
επιτυχία στην έκβαση του παιχνιδιού έως τα μεγάλα μαθηματικά επιτεύγματα
που αποδεικνύονται μέσα από την ιστορία τους.
• Εμπλουτίζουν το πρόγρομμα σrroυδών και οδηγούν σε
διεπιστημονικές συμπράξεις και διαθεματικές προεκτάσεις.
Η περιγραφή του παιχνιδιού
Το περιεχόμενο και η μορφή του
Το παιχνίδι που περιγράφεται στην παρούσα εργασία έχει τη μορφή ενός
επιτραπέζιου παιχνιδιού και περιλαμβάνει δραστηριότητες που έχουν ως
διδακτικούς στόχους την ενίσχυση μαθηματικών εν/οιών και την ανάmυξη
στρατηγικών. Πρόκειται για ένα διδακτικό παιχνίδι αφού κατά τον Brousseau,
(1997) προκαλεί χαρά και ευχαρίστηση στους μαθητές πραγματοποιώντας
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επίσης συγκεκριμένους εκπαιδευτικούς στόχους που έχουν ήδη προκαθοριστεί.
Ο βασικός σκοπός του είναι να λειτουργήσει επαναληmικό για τις έννοιες και
στρατηγικές που αποτελούν την ύλη της Β' Γυμνασίου οπότε και απευθύνεται
σε μαθητές της δευτεροβόθμιας εκπαίδευσης.
Οι διδακτικοί στόχοι του παιχνιδιού αφορούν τις παρακότω ενότητες:
• Εξισώσεις α' βαθμού
• Τετραγωνική ρίζα θετικού αριθμού
• Εμβαδό επlπεδων σχημότων
• Πυθαγόρειο Θεώρημα
• Τριγωνομετρικοί αριθμοί οξειών γωνιών (ημίτονο, συνημίτονο,
εφαπτομένη)
Πέρα όμως από τους διδακτικούς στόχους το παιχνίδι στοχεύει
παρόλληλα:
• Να βαηθήσει τους μαθητές να αναmύξουν μαθηματικές δεξιότητες
και να ενισχύσουν όσες ήδη διαθέτουν.
• Να εμπλέξει τους μαθητές στον χειρισμό των κατόλληλων υλικών
με σκοπό την οικοδόμηση της μαθηματικής γνώσης.
• Να ενισχύσει την ανόπτυξη δεξιοτήτων που αφορούν στην
επίλυση προβλημάτων και στην εκμάθηση μαθηματικών αλγορίθμων.
• Να ισχυροποιήσει οτους μαθητές την έννοια της απόδειξης.
• Να ενθαρρύνει τη συζήτηση μεταξύ των μαθητών με σκοπό να
διευκρινίσουν και να δικαιολογήσουν τη σκέψη τους.
• Να ενθαρρύνει τα παιδιά να εργάζονται ανεξόρτητα, ενισχύοντας
παράλληλα την ομαδοσυνεργατικότητα και τις κοινωνικές δεξιότητες των
μαθητών.
• Να αυξήσει τα κίνητρα και τη συμμετοχή των μαθητών με
αποτέλεσμα να ανατττύσσουν μια θετική στάση απέναντι στο μόθημα,
αυξόνοντας ταυτόχρονα τις προσδοκίες τους και την επίδοσή τους.
Συμβαδίζοντας με το πρόγραμμα σττουδών των μαθηματικών της Β'
Γυμνασίου, το σχολικό βιβλίο της εν λόγω τόξης μπορεί να χρησιμοποιηθεί σαν
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οδηγός για τις έννοιες εκείνες που θα αποτελέσουν το γνωστικό μέρος του
παιχνιδιού και κατ' επέκταση τους γνωστικούς του στόχους.
Προκειμένου να κινητοποιήσει το ενδιαφέρον των μαθητών βασίζεται σε
χαρακτήρες και ήρωες σττό την εποχή των πειροτών. Συγκεκριμένα, αναφέρεται
στις περιπέτειες μιας γυναίκας πειρατή ώστε να προαεγγίσει το ενδιαφέρον
κυρίως των κοριτσιών, μιας και στερεότυπα τουλάχιστον, το θέμα πειρατές και
οι περιπέτειές τους θεωρείται πλησιέστερο στο πεδίο ενδιαφερόντων των
αγοριών. Έτσι μέαα σε ένα πλαΙσιο που έχει νόημα για τους μαθητές, οι
τελευταίοι χωρίζονται σε τρεις ομάδες και ακολουθούν με το καράβι- πιόνι τους
τις πιθανές διαδρομές της πειρατίνας Ντράμμοντ με σκοπό τον τερματισμό του
παιχνιδιού και την απόκτηση του χάρτη εκείνου που αποκαλύmει τον κρυμμένο
μες στους αιώνες πολύτιμο θησαυρό. Φυσικά, όλοι οι παίκτες έχουν την ίδια
πιθανότητα να νικήσουν και να ενισχύσουν έτσι την αυτοεκτίμησή τους αλλά και
να κερδΙσουν το σεβασμό των συμμαθητών τους και ταυτόχρονα αντιπάλων
τους. Μέαα σε ένα κλίμα συνεργασίας, οι μαθητές ακούν τους συμπαίκτες τους,
αυζητούν μεταξύ τους για το τί πρέπει να γίνει, επιπλέον βοηθούν ο ένας τον
άλλο για να κατανοήαουν και να ολοκληρώσουν τις δραστηριότητες του
παιχνιδιού και αναπτύσσουν έτσι όλες τις προσδοκώμενες συμπεριφορές
απαραΙτητες για την επΙτευξή του.
Οι οδηγίες του παιχνιδιού ως προς τη μορφή τους ανταποκρίνονται στο
γνωστικό επίπεδο των μαθητών, ενώ η αυατηρή τήρηαη των κανόνων βοηθάει
τους μαθητές να εξοικειωθούν με την πλευρά οργάνωσης των μαθηματικών ως
ένα αξιωματικό σύατημα.
Το θέμα του παιχνιδιού δηλαδή η αποκάλυψη ενός κρυμμένου
πειρατικού θησαυρού και οι μαθηματικές έννοιες και στρατηγικές που
αποτελούν τους στόχους του, συνδέονται διδακτικά μέσω της ιστορίας των
μαθηματικών που αναδύεται στις δραστηριότητες του παιχνιδιού. Στην ουσία το
ταξίδι της Ντράμμοντ στο ταμπλό του παιχνιδιού δίνει το έναυσμα για το ταξίδι
των μαθητών στο χρόνο και στο χώρο που σηματοδοτεΙ την ιστορική εξέλιξη
των μαθηματικών. Ιδέες, έννοιες και στρατηγικές γεννήθηκαν και αναmύxθηKαν
από διαφορετικούς πολιτισμούς μέαα στους αιώνες αποκαλύπτοντας την
πορεία των μαθηματικών και ταυτόχρονα αναδεικνύοντας την πολυπολιτιαμική
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τους διάσταση. Η ιστορlα των μαθηματικών ενσωματώνεται στην πλοκή του
παιχνιδιού μέσα από τις δραστηριότητες που το απαρτlζουν.
Οι δραστηριότητες αυτές αντιστοιχούν στους σταθμούς που προσεγγlζει
το καράβι κάθε ομάδας, καθορΙζουν την πλοκή του παιχνιδιού και ταυτόχρονα
αποτελούν ιστορικές πηγές για τους μαθητές. Περιλαμβάνουν ιστορικές
πληροφορlες, ονόματα, ημερομηνlες, περlφημα έργα μεγάλων μαθηματικών,
ιοτορικά αντlγραφα μαθηματικών κειμένων και πρωτότυπων έργων και τέλος
μεθόδους και στρατηγικές που επινόησαν και χρησιμοποιούσαν λαοί με
ιδιαΙτερη μαθηματική ανάmυξη. Με τον τρόπο αυτό προσφέρονται εμπειρlες και
βιώματα στους μαθητές, δΙνοντας μια αμεσότητα στα μαθηματικά και χτΙζοντας
έτσι μια ισχυρή σχέση ανάμεσά τους, ενώ παράλληλα διευρύνεται η γενική τους
TIaoδEla καθώς εξοικειώνονται με θέματα τις γενικότερης ιστορlας. Επίσης,
δΙνεται η δυνατότητα όχι μόνο στους μαθητές αλλά και στο δάσκαλο των
μαθηματικών να αναπτύξουν ένα ευρύτερο σύνολο γνώσεων από το πεδlο της
ιστορlας, που αφορά στη γένεση και την εξέλιξη μιας μαθηματικής θεωρlας
Εντυπωσιακές πληροφορlες και γεγονότα που alyoupa λειτουργούν ως
κlνητρο για τους μαθητές, ενεργοποιούν το ενδιαφέρον τους προσφέροντας
παράλληλα ένα ζωντανό τρόπο σκέψης, που λEITOUPYEI καταλυτικά για τη
μάθηση.
Επιπλέον στις δραστηριότητες περιλαμβάνεται η χρήση χειραmΙΚΟύ
υλικού, ο κατάλληλος χειρισμός του oτoolou βοηθάει τους μαθητές να
ταξινομήσουν τη σκέψη τους και να κατασκευάσουν τη μαθηματική γνώση.
Σε όλη τη διάρκεια του παιχνιδιού ενθαρρύνεται η συζήτηση μεταξύ των
μαθητών με σκοπό να διευκρινlσουν και να δικαιολογήσουν τη σκέψη τους,
αλλά και για να YIVEI κατανοητή σε όλους τους παlκτες η ελλοχεύουσα
μαθηματική σκέψη και λογική στην οποlα βασlστηκε το παιχνΙδl. Η συζήτηση για
το τι πρέπει να συμβεl μαζl με την αντανάκλαση της επlδρασης των εννοιών
που συνεπάγονται όχι μόνο περιγράφει τις έννοιες αλλά βοηθάει να πάρουν
μορφή στο μυαλό του κάθε μαθητή (Uslskin, 1996).
Οι μαθητές - παlκτες του παιχνιδιού ενθαρρύνονται ώστε να εργάζονται
ανεξάρτητα αλλά όχι μεμονωμένα ενισχύοντας έτσι και την ικανότητα εμπλοκής
σε ομαδική εpyaala (AIexander & James, 2005). Παράλληλα, ενιοχύονται και
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εξαακούνται στις κατάλληλες μαθηματικές δεξιότητες γι' αυτό και κατά τη
διάρκεια του παιχνιδιού στερεότυπες μαθηματικές πράξεις και υπολογισμοl
πολλές φορές επαναλαμβάνονται
Το παιχνίδι παίζεται με τη σχετική εmτήρηση του δασκάλου, ο ρόλος του
οποίου περιορίζεται στον συντονισμό των μαθητών και στην παράδοση των
φακέλων που περιέχουν τις δραστηριότητες σε κάθε σταθμό της διαδρομής των
ομάδων.
Οι δραστηριότητες μπορούν να διευρυνθούν, να εμπλουτιστούν και να
χρησιμοποιηθούν από διάφορες ηλικιακές ομάδες μαθητών με την προσθήκη
επιπρόσθετων δραστηριοτήτων και στόχων, όπως για παράδειγμα με νέες
κάρτες και ερωτήσεις. Το γεγονός αυτό καθιστά το παιχνίδι όσο το δυνατό
περισσότερο εύκaμmο και ευέλικτο.
Οι Δραστηριότητες του παιχνιδιού
Πολύ συχνά το σημαντικότερο κlνητρο που υποστηρίζει τη χρήση της
ιστορίας στη διδασκαλία μαθηματικών είναι η επιθυμία «να εξανθρωπιστούν τα
μαθηματικά•. Η έκφραση «εξανθρωπlζει τα μαθηματικά., δεν έχει μια σαφή
έwοια και η εξήγησή της αφορά όχι μόνο τους μαθηματικούς, αλλά και τους
φιλοσόφους.
Ο Tymoczko (1994) δηλώνει ότι μπορούμε να σκεφτούμε έναν πολιτισμό
χωρlς την ύπαρξη καθαρών μαθηματικών <φυΙθ malhemalics. (αναφέρει
Αιγυmίους και Βαβυλώνιους) και έτσι αντιστρέφει μια παραδοσιακή άποψη: δεν
ενδιαφέρεται να ερευνήσει πώς από τα καθαρά μαθηματικά προέκυψαν τα
χρηστικά μαθηματικά «useful malhemalics. αλλά, μάλλον, πώς σπό τα
χρηστικά μαθηματικά δημιουργήθηκαν τα καθαρά μαθηματικά (με την έννοια της
επιστήμης, ενός αξιωματικού συστήματος).
Αναγνωρίζει ότι οι φιλόσοφοι έκαναν λάθος εστιάζοντας στην εξέταση
μόνο των καθαρών μαθηματικών, αλλά συγχρόνως αποδίδει στους
εκπαιδευτικούς το αντlθετο λάθος, ότι δηλαδή δίνουν πάρα πολύ σημασία σΤα
χρήαιμα μαθηματικά. Αυτή η προσέγγιση δεν εισάγει τους σπουδαστές στη
μαθηματική επιστήμη, αλλά υποστηρίζει ότι «για να εισαγάγει τους σττουδαστές
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στα ανθρωπιστικά μαθηματικά πρόκειται να τους εισαγάγει σε μια ανθρώπινη
περιπέτεια, μια περιπέτεια στην οποία ΟΙ άνθρωποι έχουν συμμετάσχει
πραγματικά στην ιστορία».
Αυτό ακριβώς επιχειρείται στο παρών επιτραπέζιο παιχνίδι Ειδικότερα, η
πρώτη δραστηριότητα κατά την έναρξη του παιχνιδιού είναι κοινή για όλες τις
ομάδες. Αντιστοιχεί στις τρεις διαφορετικές αφετηρίες των καραβιών, που
μετακινούν οι ομάδες καθ' όλη τη διάρκεια του παιχνιδιού, και περιλαμβάνει τη
μέτρηση του εμβαδού του σκάφους κάθε ομάδας. Οι παίκτες περνάνε τελικά
από τη Σάμο, την Aiyumo, τη Βαβυλώνα, την Κίνα και την lνδία. Οι ομάδες
διαγράφουν τη δική τους ξεχωριστή πορεία και η Σάμος, η Κίνα και η lνδία
αποτελούν τους τερματικούς σταθμούς της κάθε μίας. Η δραστηριότητα της
Αιγύmου περιγράφει τη μέθοδο της απλής λαθεμένης παραδοχής, μια μέθοδο
που είχαν ανακαλύψει οι Αιγύπτιοι για να λύνουν εξισώσεις, τα λεγόμενα
προβλήματα «άχα». Τα προβλήματα αυτά, 80 στον αριθμό, βρίσκονται
αποτυπωμένα στον πάπυρο του Ριντ αντίγραφο του οποίου περικλείεται στον
φάκελο που εσωκλείει τη συγκεκριμένη δραστηριότητα. Επίσης γίνεται αναφορά
για τη χρήση της ίδιας μεθόδου και κατά τον Μεσαίωνα, όπως αυτή εμφανίζεται
στο βιβλίο Liber Abaci του Fibonacci. Ο πάπυρος του Ριντ αποτελεί μία
πρωτότυπη ιστορική πηγή, που οι μαθητές θα έχουν την ευκαιρία να
περιεργαστούν και να μελετήσουν. Η μελέτη ενός τέτοιου μαθηματικού κειμένου
μπορεί να προσεγγίσει τα μαθηματικά με έναν ιδιαίτερο ιστορικό τρόπο,
εστιάζοντας στον τρόπο σκέψης που διαγράφεται στο περιεχόμενό του. Με τον
τρόπο αυτό ουσιαστικά πραγματοποιείται μελέτη της ίδιας της ιστορίας, η οποία
με τη σειρά της Επικεντρώνετοl στον εντοπισμό των ιδιαίτερων χαρακτηριστικών
της σκέψης των αρχαίων AIyumiwv. Στα πλαίσια της εν λόγω δραστηριότητας
οι μαθητές θα πρέπει να απαντήσουν ερωτήσεις που αφορούν τα ιδιαίτερα
χαρακτηριστικά της μεθόδου, την αποδοτικότητά της και το λόγο που οι
Αιγύmιοl επινόησαν μια τέτοιο μέθοδο. Έτσι τους δίνεται η ευκαιρία να
αντιληφθούν τα μαθηματικά επιτεύγματα ως μια εξελικτική διαδικασία, τον
τρόπο που χρησιμοποιήθηκε η μαθηματική γλώσσα κατά τις διάφορες χρονικές
περιόδους, αλλά και να εξοικειωθούν με τα μαθηματικά σύμβολα και τις
μεθόδους που χρησιμοποιούνταν σε διαφορετικούς πολιτισμούς. Με αυτό τον
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τράπο μπορούν να συσχετlσουν την παλαιά με τη νέα γνώση και να
ανακαλύψουν τα πλεονεκτήματα και τα μειονεκτήματα μιας μαθηματικής
μεθόδου, που δεν χρησιμοποιεlται πλέον. Στην lδια λογική παρουσιάζονται οι
δραστηριότητες που συνδέονται με τον Βαβυλωνιακό πολιτισμό. Συγκεκριμένα,
περιγράφονται οι μέθοδοι που χρησιμοποιούνταν για την προσεγγιστική
εξαγωγή της τετραγωνικής ρίζας ενός θετικού αριθμού καθώς και για την
εύρεση αριθμών με γνωστό το άθροισμα (ή τη διαφορά) και το γινόμενο τους. Η
σειρά των συλλογισμών που ακολουθούσαν οι Βαβυλώνιοι για την επlλυση
προβλημάτων τέτοιου τύπου αναλύθηκαν από τη μελέτη των πινακίδων αργlλου
που εlναι γνωστές σήμερο ως Πλίμmον 322 και ΑΟ 8862. Και πάλι αντlγροφα
των κειμένων που αναγράφονται στις πινακίδες βρlσκονται στους φοκέλους των
δραστηριοτήτων με σκοπό να έρθουν οι μαθητές σε επαφή με τις συγκεκριμένες
πρωτότυπες ιστορικές πηγές. Έτσι, μέσα απ' το παιχνίδι δlνεται η δυνατότητα
στο δάσκαλο να παρουσιάσει τεχνικές που χρησιμοποιούνταν παλαιότερα και
να δώσει στους μαθητές την ευκαιρlα να τις συγκρlνουν με τις σημερινές.
Παράλληλα, στα πλαlσια του τρόπου παρουσlασης των δραστηριοτήτων
μπορούν να προβούν σε ανάλογες συγκρlσεις ως προς τις μεθόδους, αλλά και
ως προς τον συμβολισμό, την ορολογία, τις αποδεlξεις και τους υπολογισμούς.
Είναι γεγονός ότι τα μαθηματικά στην mo μοντέρνα τους εκδοχή
αντιμετωπlζονται ως προϊόν της δυτικής κουλτούρος. Μέσα όμως από τη
διαδικασία του παιχνιδιού και τον διδακτικό ρόλο της ιστορlας δίνεται η ευκαιρlα
τόσο στο δάσκαλο όσο και στους μαθητές να γνωρίσουν μαθηματικές
προσεγγίσεις που αναmύχθηκαν σε διαφορετικούς πολιτισμούς, να
αναγνωρίσουντην αξlα τους και τον σττουδαίο ρόλο που έπαιξαν στην ευρύτερη
ανάmυξη της μαθηματικής εmστήμης. Ταυτόχρονα, έχουν τη δυνατότητα να
συνδέσουν την παλιά με τη νέα γνώση, μια σημαντική συσχέτιση για την
ευρύτερη αποδοχή της μαθηματικής αλλά και της επιστημονικής γνώσης
γενικότερα.
Μέσα από τις δραστηριότητεςτόσο της Αιγύmουόσο και της Βαβυλώνας
τονlζεται η ιστορική εξέλιξη των μαθηματικών ως προς τη μορφή τους, τον
συμβολισμό, την ορολογία, τις υπολογιοτικές μεθόδους, τον τρόπο έκφρασης
και αναπαράστασής τους. Παράλληλα, προβάλλεται ένας ολοκληρωμένος
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1τρόπος σκέψης που μπορεl να λειτουργήσει ως ζωντανό μοντέλο για τους
μαθητές.
Το ίδιο το παιχνlδι αποτελεl παράλληλα και μια ιστορική προσέγγιση του
μαθήματος με σκοπό να βοηθήσει τους μαθητές να κατανοήσουν και να
σεβαστούν τα επιτεύγματα και τη συμβολή διαφορετικών πολιτισμών με κοινό
άξονα και σκοπό: τα μαθηματικά. Ένας ιδιαίτερα σημαντικός παράγοντας στα
πλαίσια μια σημερινής πολυπολιτισμικής τάξης.
Οι δραστηριότητες που αντιστοιχούν στη Σάμο, στην Κlνα και στην lνδία
είναι ΟΙ τελευταίες πριν τον τερματισμό του παιχνιδιού για την κόκκινη, την
πράσινη και τη μπλε ομάδα αντίστοιχα. Και οι τρεις τους περιγράφουν την
σττόδειξη του Πυθαγόρειου Θεωρήματος σττό τρεις διαφορετικούς μεγάλους
μαθηματικούς (του Πυθαγόρα, του lίυ Ηυl και του Ινδού μαθηματικού Bhaskara)
που έζησαν σε διαφορετικές χρονικές περιόδους και πολιτισμούς. Οι μαθητές
μπορούν έτσι να κατανοήσουν τη σττουδαιότητα του θεωρήματος, να
συνειδητοποιήσουν τη γεωμετρική του ερμηνεlα και να εκτιμήσουν το γεγονός
ότι κανένα άλλο θεώρημα των μαθηματικών δεν σττοδείχθηκε με τόσους
πολλούς τρόπους. Για τις αποδεlξεις του χρησιμοποιούνται τετράγωνα και
ορθογώνια τρlγωνα διαφορετικών διαστάσεων που προϋποθέτουν τον
κατάλληλο χειρισμό τους από τους μαθητές. Ακολουθώντας τις ανάλογες
οδηγlες πραγματοποιείται η σττόδειξη του Θεωρήματος και οικοδομεlται
σταδιακά η οmlκή του αναπαράσταση.
Για τις ομάδες που δεν τερματίζουν στη Σάμο (δηλ. η πράσινη και η
μπλε), στην Κlνα ( η κόκκινη και η μπλε) και στην Ινδlα (η πράσινη και η
κόκκινη) αντίστοιχα, οι ίδιοι σταθμοί αποτελούν ενδιάμεσες στάσεις στη
διαδρομή τους. Συγκεκριμένα, η Σάμος και η Κίνα συνδέονται με
δραστηριότητες που περιλαμβάνουν τους τριγωνομετρικούς αριθμούς και το
Πυθαγόρειο θεώρημα κατά την επlλυση προβλημάτων που αφορούν την πλοκή
και την εξέλιξη του παιχνιδιού. Στη διαδικασία επίλυσης των προβλημάτων
αυτών απαιτείται η ανακάλυψη και η χρήση στρατηγικών, καθώς επlσης και οι
μαθηματικές δεξιότητες που οι μαθητές ήδη διαθέτουν. Τα προβλήματα που
αντιστοιχούν στους παρσττάνω δύο σταθμούς δεν συνδέονται άμεσα με την
ιστορία των μαθηματικών. Ωστόσο το περιεχόμενό τους αφορά ως προς τη
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θεμστολογία ταυς δύο μεγάλα ζητήματα μαθηματικής ανακάλυψης. Στην ουσία
σχετίζονται με τη συμβολή δύο μεγάλων πολιτισμών στην εξέλιξη των
μαθηματικών. Η Σάμος με το έργο του μεγάλου μαθηματικού Πυθαγόρα και τα
αντίστοιχο Πυθαγόρειο θεώρημα αλλά και του Αρίσταρχου του Σάμιου για την
προσφορά του στην ανεύρεση σχέσεων μεταξύ των πλευρών και των γωνιών
τριγώνων σε άμεση σχέση με τους τριγωνομετρικούς αριθμούς. Κατά αναλογία,
η δραστηριότητα του σταθμού της Κίνας σχετΙζεται με τον Κινέζο μαθηματικό και
την αττόδειξη που έδωσε στο Πυθαγόρειο θεώρημα. Τα δύο αυτά προβλήματα
αποτελούν προσομοιώσεις αυθεντικών προβληματικών καταστάσεων
συνδέοντας τα μαθηματικά με τη χρηστική τους αξία και τις εμπειρΙες των
μαθητών, ενώ ταυτόχρονα προωθούν την εξέλιξη και την πλοκή του παιχνιδιού.
Οι παίκτες καθώς έχουν το ρόλο των ναυτικών στα παιχνΙδι θα πρέπει να
προσδιορΙσουν την πορεία του καραβιού τους και να υπολογίσουν τη θέση
τους. Ας μην ξεχνάμε ότι αιώνες πριν τα ναυτικά όργανα που χρησιμαποιούνταν
στη ναυσιπλοία ήταν περιορισμένα και ουσιαστικά οι ναυτικοΙ μετρώντας γωνίες
και χρησιμοποιώντας την τριγωνομετρία υπολόγιζαν αποστάσεις και χάραζαν
την πορεία τους. Έτσι, η γνώση των μαθηματικών και της Αστροναμίας ήταν
ιδιαίτερα σημαντική. Παράμοιες καταστάσεις καλούνται να αντιμετωπίσουν και
οι μαθητές στις συγκεκριμένες δραστηριότητες. Προσφέρουν δηλαδή
παραδείγματα σύνδεσης των μαθηματικών με αυθεντικές, πραγματικές
καταστάσεις και ταυτόχρονα σύνδεσης της μαθηματικής γνώσης με τις ήδη
υπάρχαυσες εμπειρίες των μαθητών.
Γενικότερα, κατά την περιγραφή των δραστηριοτήτων χρησιμοποιούνται
σταιχεία που αφαρούν την υπόθεση και την πλοκή του παιχνιδιού, αλλά
ταυτόχρονα περιέχονται συμπληρωματικά και κάποιες ιστορικές αναφοΡές και
πληροφορίες, παυ λειτουργαύν ως ιστορικά σημειώματα. Κάποιες φορές η
προσοχή επικεντρώνεται στις ιστορικές οmικές ενός θέματος και άλλες σε
συγκεκριμένες μαθηματικές ιδέες ανάλογα με τις ανάγκες κάθε δραστηριότητας.
Σε κάθε περίmωση όμως αττοτελούν ζωντανά παραδείγματα σκέψης και
περιέχουν το χειρισμό κατάλληλων υλικών. Ενθαρρύνουν τη συζήτηση ανάμεσα
στους μαθητές με σκοπό οι αναδυόμενες μαθηματικές έννοιες και στρατηγικές
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να ενισχυθούν και να αναπτυχθούν δεξιότητες που αφορούν στην επίλυση
προβλημάτων και στην εκμάθηση μαθηματικών αλγορlθμων.
Σε όλη τη διαδικασΙα που περιγράφεται παραπάνω το παιχνΙδι αποτελεί
το κατάλληλο διδακτικό εργαλείο και μέσο για τη διδακτική αξιοποίηση της
ιστορlας, έχοντας σκοπό να κινητοποιήσει το ενδιαφέρον των μαθητών και να
τους εμπλέξει ολόψυχα σε μια μαθηματική περιήγηση ανά τους αιώνες και τους
πολιτισμούς έως σήμερο.
Εργασία σε ομάδες
Ο κοινωνικός κονστρουκτιβισμός αποτελεl το θεωρητικό υπόβαθρο στο
οποίο σχεδιάστηκε και υλοποιήθηκε το παιχνΙδl. Το γεγονός ότι οι μαθητές
οικοδομούν τη γνώση ο καθένας για τον εαυτό του, δε σημαίνει ότι αυτό
συμβαίνει σε απομόνωση από τους άλλους. Όταν τα παιδιά δαυλεύουν κατά
ομάδες στην επΙλυση προβλημάτων παράγουν περισσότερο επαρκείς λύσεις.
Έτσι αλλάζοντας τη δομική οργάνωση της τάξης, οι μαθητές κατά την
ενασχόλησή τους με το παιχνΙδι χωρίζονται σε τρεις ομάδες που διακρΙνονται με
χρώματα. Οι ομάδες αυτές αποτελούν μαθηματικές κοινότητες με σκοπό την
ανάmυξη συγκεκριμένων μαθηματικών εννοιών και δεξιοτήτων. Έτσι, η
συνεργασία μεταξύ των παικτών ή των ομάδων συνάδει απόλυτα με τις
συνέπειες του κοινωνικού κονστρουκτιβισμού για τη διδασκαλία και τη μάθηση.
Η ομάδα είναι ο μηχανισμός για συνεργατική και συναδελφική μάθηση και έχει
ξεχωριστή σημασία για την επιτυχημένη διεξαγωγή του παιχνιδιού, αφού
αποτελεl βασικό εργαλείο για την επίτευξη της επικοινωνίας. Τα χαρακτηριστικά
της εργασίας σε ομάδες συνοψlζονται ως εξής
• Τα μέλη κάθε ομάδας εργάζονται για έναν κοινό σκοπό, να
φέρουν εις πέρας τις δραστηριότητες.
• Τα μέλη της ομάδας έχουν διαφορετικούς ρόλους και αρμοδιότητες που
αποδέχτηκαν από κοινού.
• Κάθε μέλος έχει την ευκαιρία να συνεισφέρει στο έργο της ομάδας με τις
δικές του γνώσεις και δεξιότητες.
• Κάθε μέλος μαθαΙνει από τα υπόλοιπα.
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• Τα μtλη ενθαρρύνονται να συζητούν, να ανταλλάσουν απόψεις και να
προσφέρουν το μέγιστο των δυνατοτήτων τους με στόχο την αποκάλυψη του
θησαυρού.
• Ενθαρρύνεται ένα περιβάλλον συνεργατικής ευθύνης.
Κατά τη διάρκεια της συζήτησης στην ομάδα, κάθε μαθητής παραθέτει τις
απόψεις του, κρΙνει, αιτιολογεl και ανακαλύmει αυτό που ο lδιος μπορεί να
OKlmETOO κάθε φορά. Η σύγκριση των εμπειριών βοηθάει στη σύνδεση των
σκέψεων με τα γεγονότα με αποτέλεσμα την ανάmυξη των εννοιών (Κόκκοτας,
2000). Η γλώσσα είναι το μέσο επικοινωνlας και στην προκειμένη περίmωση το
μέσο με το οποίο οι ιδέες και οι διαδικασίες ελέvχOνται και δημιουργείται
συζήτηση. Επιπλέον, μέσα από την ομαδική εργασία δίνεται η ευκαιρία στους
μαθητές να κατανοήσουν τη μαθηματική γλώσσα ως ερμηνευτικό εργαλεΙο και
όχι ως ένα σύνολο ετικετών, αφού τους δίνεται η δυνατότητα να τη
χρησιμοποιούν.
Ο ρόλος του εκπαιδευτικού
Κατά τη διάρκεια του παιχνιδιού η οργάνωση της τάξης αλλάζει ριζικά και
ο ρόλος του δάσκαλου ως πηγή εξουσlας περιορlζεται. Οι μαθητές πρέπει μόνοι
να λύσουν τα προβλήματα και τα διλήμματα τους. Η παρέμβαση του δασκάλου
είναι όσο το δυνατό μικρότερη και μόνο όταν οι μαθητές συναντήσουν
δυσκολίες. Ο ρόλος του περιορlζεται στο να παραδίδει τους φακέλους που
αντιστοιχούν σε κάθε σταθμό ενώ αποστασιοποιείται εξολοκλήρου από την
εργασία των ομάδων. Μέσα από το παιχνΙδι η τάξη στην ουσία αυτό­
οργανώνεται. Με αυτόν τον τρόπο, το ίδιο το παιχνΙδι αλλά και ο δάσκαλος
επιτρέπει στα παιδιά να εκφρόσουν ελεύθερα τις μαθηματικές σκέψεις τους. Ο
δάσκαλος απλά ακούει, αφουγκρόζεται τις ιδέες τους και παρατηρεl, ανιχνεύει
τις εναλλακτικές μαθηματικές τους απόψεις. Με τον τρόπο αυτό διευκολύνει τη
μάθηση όχι μόνο εκεΙνη τη στιγμή που τα παιδιά παΙζουν αλλά και στο μέλλον.
Κρατώντας μια απόσταση σττό την εργασΙα τους προσφέρει ευκαιρίες για
αυτορύθμιση και μεταγνώση. Δάσκαλος και μαθητές οικοδομούν ένα κοινωνικό
πλαίσιο στο οποlο ο ένας μαθαίνει σττό τον άλλον δημιουργικά.
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Η πλοκή του παιχνιδιού
Εδώ ξεκινό η ιστορία της Θρυλικής πειρατίνας Aραμπtλλα Ντρόμμοντ.
Σύμφωνα με πολλές αφηγήαεις, γεννήθηκε στο Μπρίστολ και βαφτίστηκε Μέρυ
Ντρόμμοντ. Κόποιοι πιστεύουν ότι ήταν αδερφή του πειρατή Έντουαρντ Τιτς,
κοινώς Μαυραγένη, ενώ όλλοι ότι ήταν ξαδέλφη του ή ακόμη και η αγαπημένη
των παιδικών του χρόνων. Αυτό που ήταν βέβαιο είναι ότι ήθελε να σττουδόσει,
να αποκτήσει γνώσεις, να γνωρίσει όλο τον κόσμο και τα μυστικό του. Έτσι όταν
ο πατέρας της την έταξε σε έναν όντρα που δεν τον αγαπούσε, εκείνη για να
ξεφύγει φόρεσε αντρικό ρούχα και μπόρκαρε κρυφό σε ένα εμπορικό πλοίο με
προορισμό το νησί Ισττανιόλα, το χειμώνα του 1715. Για πρακτικούς λόγους, ο
έμπορος έπρεπε να περόσει από το Γιβραλτόρ και την ακτή του Ελεφαντοστού.
Όμως, μπαίνοντας στον πορθμό του Γιβραλτόρ, δέχτηκε επίθεση από όγριους
μπαρμπαρέζους κουραόραυς, οι οποίοι κατέλαβαν το πλοίο του και το πήγαν
στο ΑλγέρΙ. Εκεί όλα τα μέλη του πληρώματος συμπεριλαμβανομένης της
Ντρόμμοντ, εξαναγκόστηκαν να γίνουν σκλόβαι σε γαλέρες.
Μοιόζει απίστευτο το πώς η Ντρόμμοντ κατόφερε να κρύψει τη
θηλυκότητό της όλους εκείνους τους μήνες που κωπηλατούσε στη δούλεψη των
κουρσόρων. Όμως στις αρχές του 1716, ενώ οι περισσότεραι από τους
κουραόρους της γαλέρας λεηλατούσαν ένα ιταλικό πλοίο στα ανοιχτό της
Μόλτας, εκείνη κατόφερε να απελευθερωθεί αλλό και να απελευθερώσει όλους
τους πρώην συντρόφους της. Οπλισμένοι μόνο με κουπιό και γόντζους, οι
επαναστότες πήραν τον έλεγχο του πλοίου, το οποίο η Μέρυ οδήγησε ατη
Σαρδηνία. Έτσι καθώς αποδεικνυόταν ότι θα μποραύσε να γίνει μια ικανότατη
αρχηγός πειρατών, κατέλαβε ένα μικρό γαλλικό σλουπ και το έβγαλε ατον
Ατλαντικό. Εκεί με την επιδεξιότητα και την εξυπνόδα της, κατέλαβε μια πολύ
μεγαλύτερη ολλανδική γαλέρα, ονόματι Φοίνιξ, που μετέφερε σκλόβους στις
Δυτικές Ινδίες. Μιας και χρειαζόταν πολύ μεγαλύτερα πλήρωμα γι' αυτό το
μεγαλύτερο σκόφος, και μιας και απεχθανόταν τη σκλαβιό που είχε γευτεί και η
ίδια τόσο πικρό, απελευθέρωσε αμέσως τους σκλόβους που βρίσκονταν στη
γαλέρα και τους έδωσε την επιλογή εΙτε να γυρΙσουν στη στεριό είτε να μείνουν
μαζί της και να υπογρόψουν τους πειρατικούς νόμους. Έτσι λοmόν αρκετοί
κυρίως κόποιοι τολμηροί νεαραί χωρΙς οικογένεια, ορκίστηκαν να εκδικηθούν τις
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χώρες που είχαν τη νοαηρή ιδέα να εμπορεύονται ανθρώπινη αάρκα και
αυμφώνηααν να την ακολουθήαουν. Τότε εκείνη, με τρόπο εντυπωαιακό,
αποκάλυψε αε όλους ότι ήταν γυναίκα, είπε ότι ατο εξής ήθελε να την
αποκαλούν Αραμπέλλα Ντράμμοντ και δήλωαε ότι ήταν έτοιμη να πολεμήσει
οποιονδήποτε τολμούσε να αμφισβητήαει το δικαίωμά της να κυβερνά πλοία.
Τώρα η Αραμπέλλα μπορούαε ελεύθερη πια να ταξιδέψει παντού, να
γνωρίαει καινούριους κόσμους με νέους πολιτιαμούς, να μάθει όλα όαα
ονειρευόταν. Την γοήτευε η μαθηματική λογική, η αατρονομία και η
τριγωνομετρία, γνώσεις απαραίτητες για τα ταξίδια της. Με λίγα λόγια ήταν
έτοιμη να εξερευνήαει την επιατήμη των μαθηματικών και την εξέλιξη της
ιατορίας της στο χρόνο.
Μαρτυρίες λένε πως ανέλαβε τη διακυβέρνηση του πλοίου, που
αργότερα ονόμααε «Ατρόμητη», έξω από τη Μάλτα. Αλλοι τοποθετούν την
αφετηρία του ταξιδιού της ατη Σαρδηνία, ενώ μια εξίσου σημαντική μαρτυρία,
που εξιατορεί τα ταξίδια και τις περιπέτειες της πειροτίνας, ονομάζει το Μαρόκο
ατις ακτές της Βόρειας Αφρικής ως το πρώτο λιμάνι της Ατρόμητης.
Σύμφωνα με εξιατορήσεις των ναυτικών που την γνώριααν, η
Αραμπέλλα ταξιδεύοντας άρχισε να λεηλατεί πλοία και παραθαλάααιους
οικισμούς αποκομίζοντας αμύθητους θησαυρούς και σκορπώντας τον τρόμο
ατο πέρασμά της. Χαμένη ανάμεσα ατον μύθο και την πραγματικότητα, το ταξίδι
της αποτελεί μυστήριο και τα λιμάνια που πέρααε σχεδόν άγνωατα. Το αίγουρο
είναι πως κάπου έκρυψε τα λάφυρα που έκλεβε όλα αυτά τα χρόνια. Για τον
λόγο αυτό καταακεύααε ένα χάρτη. Σήμερα, υπάρχουν τρία κομμάτια αυτού του
χάρτη που αν αυνδυαατούν αποκαλύmουν το σημείο εκείνο που η Αραμπέλλα
έκρυψε το θηααυρό της.
Στον μεγάλο χάρτη του ταμπλό υπάρχουν σχεδιασμένες τρεις
διαφορετικές πιθονές διαδρομές της Αραμπέλλα. Η πράσινη με αφετηρία τη
Μάλτα και τελικό προοριαμό την Κίνα, η κόκκινη που ξεκινά από τη Σαρδηνία
και τελειώνει στη Σάμο και η μπλε με αφετηρία το Μαρόκο και τελευταίο αταθμό
την lνδία. Έτσι λοιπόν τρία πλοία ξεκινούν από τρία διαφορετικά λιμάνια με
σκοπό να διασχίσουν τη διαδρομή της Ντράμμοντ και ατον τελευταίο αταθμό να
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πάρουν απά ένα κομμάτι του περιβόητου εκείνου χάρτη που αποκαλύmει τον
καλά μες στους αιώνες κρυμμένο θησαυρό της. Τώρα αρχίζει ένα ταξίδι γεμάτο
απρόβλεmα γεγονότα, δοκιμασίες, γρίφους και περιπέτεια!
Οι κανόνες του παιχνιδιού
Έναρξη: Κάθε ομάδα διαλέγει ένα χρώμα που αντιστοιχεί στο καράβι της
και κατ' επέκταση στην διαδρομή της. Κάθε καράβι ξεκινάει από διαφορετική
αφετηρία και ακολουθεί την πορεία με το αντίστοιχο χρώμα. 3 ομάδες - 3
χρώματα - 3 διαδρομές. Οι διαδρομές είναι σχεδιασμένες στο χάρτη - ταμπλό
του παιχνιδιού και τα λιμόνια από τα οποία θα πρέπει να περάσει κάθε καράβι
- πιόνι Πάνω σε κάθε λιμόνι βρίσκεται ο φάκελος που περιγράφει την
αντίστοιχη δραστηριότητα. Η ομάδα με το πράσινο χρώμα ξεκινάει από τη
Μόλτα και ακολουθεί την εξής διαδρομή: Σάμος - Αίγυmος - Αραβία - Κίνα. Η
κόκκινη ομάδα έχει για αφετηρία τη Σαρδηνία και διαδρομή: Αίγυmος - Αραβία
- Κίνα - Σάμος. Τέλος η μπλε ξεκινάει από το Μαρόκο και ακολουθούν: Αραβία
- Σάμος - Αίγυmος - lνδία. Όλες οι ομάδες περνάνε από τις ίδιες χώρες με
διαφορετική όμως σειρά και απαντάνε σε δOKιμασiες του ίδιου βαθμού
δυσκολίας.
Στις αφετηρίες ο δάσκαλος δίνει σε κάθε ομάδα ένα φάκελο με την
πρώτη δραστηριότητα: Υπολογίστε το εμβαδά του καραβιού σας Κοινή και
για τις τρεις ομάδες με διαφορετικό σχήμα πλοίου για την κάθε μια.
Η ομάδα που θο τελειώσει πρώτη βάζει τον περιορισμό χρόνου με
κλεψύδρα των 10 λεmών. Με τον τρόπο αυτό το ταξίδι και οι παράλληλες με
αυτό δραστηριότητες συνεχίζονται σταδιακά και ταυτόχρονα και για τις τρείς
ομάδες.
Η ίδια διαδικασία συνεχίζεται μέχρι και τον τελευταίο σταθμό, όπου κάθε
ομάδα θα πάρει και ένα κομμάτι του χάρτη. Τότε είναι που οι ομάδες ενώνονται
ώστε να συνθέσουν τα κομμάτια του χάρτη και να αποκρυmογραφήσουν μαζί
το μήνυμα που δείχνει πού βρίσκεται ο θησαυρός.
92
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly






Η αποκάλυψη του θησαυρού
Μόλις οι ομάδες ολοκληρώσουν τις τελευταΙες δοκιμασίες τους τα 3
κομμάτια του χάρτη ενώνονται και στο κάτω μέρος της εικόνας διαφαίνεται το
μήνυμα που αποκαλύmει το θησαυρό. Οι λέξεις εΙναl κωδικοποιημένες και με
τη βοήθεια του αλφαβήτου αυτές μπορούν να αποκρυmογραφηθούν. Το νησί
που δεΙχνει ο χάρτης είναι φανταστικό και ο θησαυρός δεν αποτελείται από
λάφυρα και χρυσάφΙ. Μέσα από το παlχνΙδι και με αφαρμή την αναζήτηση του
θησαυρού, η ουσΙα επικεντρώνεται στη διαδρομή. Οι εμπειρΙες και οι γνώσεις
που αποκτήθηκαν εΙναl ανεκτΙμητης αξΙας. Το ταξίδι μέσα στους πολιτισμούς και
στους αιώνες γίνεται με τρόπο μοναδικό.
Σταθμοί - Δραστηριότητες
n άσινο κα άι: αφετηρΙα του είναι η Μάλτα, όπου η πράσινη ομάδα
καταπιάνεται με την πρώτη δραστηριότητα που εΙναι κοινή, μέτρηση του
εμβαδαύ του πλοίου.
1<><ΦάκιΑο
Οι πειροτtς προτιμούν [να εlδος σκάφους που ονομάζεται σλουπ.. Αυτό το
σκάφος [χει μικρό βύθισμα που του επιτρtπεl να κρύβεται σε όρμους με ρηχά
νερά, εκεl όπου τα μεγάλα πλοlα δεν μπορούν να πλεύσουν. Η καρlνα (το κάτω
μtρος) του πλoloυ σας [χεl τις εξής διαστάσεις. Υπαλογlστε το εμβαδόν της και
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10< αταθ ό : Σάμος 60< Π.χ. αιώνας δραστηριότητα με πυθαγόρειο
θεώρημα και τριγωνομετρικούς αριθμούς γωνιών.
20< Φάκελος
Η Αραμπέλλα θαυμάζοντας την Ελλάδα και τον πολιτισμό της δε θα μπορούσε
να μην περάσει από το νησΙ της Σάμου. γενέτειρα του μεγάλου μαθηματικού
Πυθαγόρα. ΕκεΙ θέλησε να δει το μέρος που ενέπνευσε τον Πυθαγόρα να
ασχοληθεΙ με τα μαθηματικά και να διατυπώσει αργότερα το Πυθαγόρειο
θεώρημα. Εκεί όμως γεννήθηκε και ο Αρίσταρχος ο Σάμιος, ο οποΙος
ασχολήθηκε κυρΙως με την αστρονομΙα και ανακάλυψε σχέσεις μεταξύ των
γωνιών και των πλευρών των τριγώνων, ικανές να εδραιώσουν αργότερα τον
κλάδο της τριγωνομετρίας.
Το πλο/ο σας βρ/σκεται ΝΔ από το λιμάνι της Σάμου. και περνάτε κοντά από ένα
φάρο που βρ/σκεται στη βροχονησ/δα
«Σαμιοπούλαιι. Ένα πλο/ο με εχθρικές
διαθέσεις σας προσεγι;/ζει. Μέλημά σας ε/ναι
να διατηρήσετε απόσταση ασφαλε/ας από την
εμβέλεια των κανονιών του. Γνωρ/ζovτας ότι το
ύψος του φάρου ε/ναι 40μ (από τη στάθμη της
θάλασσας) και τις γων/ες που σχηματ/ζει το φως του που πέφτει σε κάθε καράβι
με τη θάλασσα ε/ναι 34' και 23' αvτ/στoΙXα. υπσλογ/στετη μετσξύσσς σπόστσση.
20< αταθ ό : ΑΙγυπτος 200ΟΠ.Χ. δραστηριότητα με εξισώσεις
30< φάκελοc
Οι Αιγύmιοι μελετούσαν τα μαθηματικά από πολύ παλιά, τουλάχιστον από το
2000π.Χ. Τα μαθηματικά τους κατά το μεγαλύτερο μέρος τους ήταν αριθμητικά
με εφαρμογές στη μέτρηση γεωμετρικών σχημάτων. Παρ' όλα αυτά υπάρχουν
μερικά σημεΙα που αποτελούν τον πρόδρομο σε θέματα της άλγεβρας, όπως τα
πραβλήματα «άχα». Η λέξη αυτή ερμηνεύεται ως ποσότητα. Έτσι λοιπόν οι
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Αιγύmιοι ήταν σε θέση από ,,:ολύ νωρίς να λύνουν εξισώσεις, αν και ο
συμβολισμός του όγνωστου Χ ήρθε πολύ αργότερα.
Στην Αlγυπτο θα πρέπει να σταματήσετε για ανεφοδιασμό και χρειόζεστε έτσι τη
βοήθεια των ντόπιων. Για να σας δεχτούν και να σας παΡέχουν προμήθειες θα
πρέπει να τους βοηθήσετε να μελετήσουν τη μέθαδο με την οποία οι πρόγονοί
τους έλυνα με εύκολο τρόπο προβλήματα ποσοτήτων. Για το λόγο αυτό σας
έδειξαν έναν πόπυρο, γνωστό σήμερα ως πόπυρο του Ρίντ, που χρονολογεlται
γύρω στο 165Οπ.Χ. και περιέχει 80 περίπου προβλήματα. Η μέθοδος που
χρησιμοποιούνταν ονομόζεται μέθοδος της απλής λαθεμένης παραδοχής. Το
πρώτο πρόβλημα «όχα» (ποσότητα) που εμφανίζεται στον πόπυρο ElvaI το 24·
και έχει ως εξής:«Το όθροισμα μιας ποσότητας με το ένα έβδομο της ποσότητας
αυτής, δίνει αποτέλεσμα 16. Ποιό ElvaI η αρχική ποσότητα;»
Η λύση όπως περιγρόφεται στον πόπυρο είναι η εξής: Αν η ποσότητα είναι ο
αριθμός 7 (υπόθεση) τότε το έβδομό της είναι ο αριθμός 1 και το όθροισμό τους
δίνει τον αριθμό 8. Αν πολλαπλασιόσουμε το 8 με το 2 θα μας δώσει 16, όρα η
λύση είναι το 7 πολλαπλασιασμένο με το 2 (αποτέλεσμα).
1. (α) Γρόψτε την εξίσωση που αντιστοιχεί στο παραπόνω πρόβλημα
(β) Επαληθεύστε την ορθότητα της λύσης
2. Η μέθοδος της απλής λαθεμένης παραδοχής χρησιμοποιήθηκε και κατό
το μεσαlωνα. Συγκεκριμένα στο βιβλlο Lίber Abaci του Fibonacci
εμφανlζεται το παρακότω πρόβλημα: « Ένας αγρότης αγόρασε μια
ποσότητα από μήλα και πλήρωσε ένα δηνόριο για κόθε 7 μήλα. Την
επόμενη μέρα πούλησε όλα τα μήλα παlρνοντας ένα δηνόριο για κόθε 5
μήλα και Κέρδισε 12 δηνόρια. Πόσα δηνόρια έδωσε αρχικό για τα μήλα
που αγόρασε;»
(α) Γρόψτε την εξlσωση που αντιστοιχεl στο παραπόνω πρόβλημα
(β) Λύστε την εξlσωση με τη μέθοδο της απλής λαθεμένης παραδοχής
Υπόθεση:
Αποτέλεσμα:
Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Επαλήθευση:
3. Λύστε τις παροκότω εξισώσεις χρησιμοποιώντας την ίδια μέθοδο
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Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Επαλήθευση:
4. Η μέθοδος αυτή ικανοποιεί όλες τις παραπάνω εξισώσεις;
Το τελικό αποτέλεσμα εξαρτάται από την αρχική υπόθεση;
Η μέθοδος αυτή είναι αποδοτική για όλες τις γραμμικές εξισώσεις;
Για ποιό λόγο οι Αιγύmιοι επινόησαν μια τέτοια μέθοδο;
3"' σταθ ό : Βαβυλώνα δραστηριότητα με τη μέθοδο εξαγωγής ριζών.
4"' άκελο
Φυσικά από το ταξίδι της Αραμπέλλα δε θο μπορούσε να λείπει η πρωτεύουσα
του βαβυλωνιακούπολιτισμού. Οι Βαβυλώνιοιδεν διατύπωνανθεωρήματα,έτσι
όπως εμείς τα εννοούμε, ούτε και έδιναν αποδείξεις. Τα μαθηματικά τους
προβλήματαπεριορίζοντανστο να ζητούν να υπολογιστούνμήκη ευθυγράμμων
τμημάτων καθώς και εμβαδά. Είχαν αναmύξει μεθόδους επίλυσης
συστημάτων, λύσης δευτεροβάθμιων εξισώσεων και πρωτότυπους τρόπους
επίλυσηςαλγεβρικώνπροβλημάτων.Στη Βαβυλώναη Αραμπέλλαμελέτησε μια
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πλάκα απά άργιλα η οποlα απεικάνιζε αριθμαύς γραμμένους σε σφηνοειδή
γραφή, που στην αυσΙα απατελούσαν τις μεθάδους παυ χρησιμοποιαύσαν οι
Βαβυλώνιοι για να εξάγαυν πρασεγγιστικά τις ρίζες αριθμών, να λύναυν
εξισώσεις και προβλήματα. Όπως προέκυψε από τα ιεραγλυφικά κείμενα που
απακρυmογραφήθηκαν και αναλύθηκαν από τις mνακlδες αργίλου γνωστές
σήμερα ως Πλlμmον 322 και ΑΟ 8862, οι Βαβυλώνιοι ακολουθούσαν την lδια
σειρά συλλαγισμών με εμάς σήμερα, που όμως στην ouala δεν μοιάζουν
καθόλαυ. Συνήθιζαν να εκφράζουν με παραδεlγματα τις διαδικασlες που
απαιταύσαν αι μέθοδοι τους, με σκοπό να επιβεβαιώσουν την ορθάτητα ταυς
και σχεδόν πάντα αι λύσεις τους τελείωναν με τη φράση: «Αυτή εlναι η
μέθαδας».
Για να βραυν αι Βαβυλώνιοι την τετραγωνική ρlζα ενάς αριθμαύ
χρησιμοπαιούσαν μια προσεγγιστική μέθοδο. Πιθανάτατα έκαναν τους
παρακάτω συλλογισμούς:




Στο γινόμενα αυτό αφού ο παράγοντας 4 εlναι πιο μικράς από τη JίΊ, τάτε ο
παράγοντας 1: θα εlναι μεγαλύτερος από τη ρlζα. Έτσι ως προσεγγιστική τιμή
της JίΊ αι Βαβυλώνιοι ε<λέγανε τον μέσο άρα των αριθμών 4 και .'2. Δηλαδή
4
• Χρησιμοποιεlστε την lδια μέθοδο και βρείτε μια προσεγγιστική τιμή
της JίΊ και της Jί'S.
• Η μέθοδος αυτή μπαρεl να επεκταθεl για μια δεύτερη προσέγγιση;
Δοκιμάστε τα για την εύρεση της ,,1'2.
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40< σταθ ό ; ΚΙνα περΙ το 300 μ.Χ, απόδειξη ΠυθαγορεΙου Θεωρήματος
50< 'κελο
Η Κίνα υπήρξε ο τελευταίος σταθμός της Ντράμμοντ, εκεί συνάντησε τον υυ
Ηυί. Ένας Κινέζος υπηρέτης από την δυναστεία των Han σας έδωαε ένα
μπαούλο με κάποια οχήματα και το κομμάτι ενός χάρτη. Αν και τόσα χρόνια
κανείς δεν κατάλαβε αε τί εξυπηρετούσαν τα σχήματα αυτά, ενώ ο χάρτης ήταν
άχρηστος χωρίς τα υπόλοιπα κομμάτια που τον συμπληρώνουν.
Τοποθετήστε σωστά τα οχήματα ώστε να δημιουργηθεί η απόδειξη του
Πυθαγόρειου Θεωρήματος και ενώστε το κομμάτι του χάρτη με αυτό των άλλων
ομάδων. Επιτέλουςl Ο θησαυρός αποκαλύmεται.
Οδηγίες: Τοποθετούμε το εσωτερικό τετράγωνο με τη μικρότερη πλευρά όπως
φαίνεται στο οχήμα 1, με σκούρο γκρι χρώμα και το εξωτερικό τετράγωνο με τη




Στη συνέχεια τοποθετούμε το δεύτερο τρίγωνο στην κάτω αριστερή πλευρά του
μεγάλου τετραγώνου με τέτοιο τρόπο ώστε το τριγωνάκι Α να ταιριάζει απόλυτα
με το τριγωνάκι Β (οχήμα 3). Κατά τη διαδικασία αυτή θα πρέπει να
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Τώρα παΙρνουμε το τρΙτο ορθογώνιο τρΙγωνο. το περιστρέφουμε 90'
δεξιόστροφα και το βόζουμε όπως δεΙχνει το σχήμα 4, καλύmοντός το με




Μέχρι στιγμής κανένα κομμότι χρώματος σκούρου γκρι δεν έχει μεταφεΡθεΙ. Τα
ορθογώνια τρΙγωνα Ε και F στο σχήμα 5, εΙναι ολόιδια με μεγόλη κόθετη
πλευρό τη μικρή του αρχικού ορθογωνΙου τριγώνου και μικρή κόθετη τη
διαφορό της μεγαλύτερης του αρχικού και της μικρότερης κόθετης των όμοιων
τριγώνων Α και Β. Έτσι ως τελικό βήμα της κατασκευής μας αυτής θα εΙναι η
μεταφορό σκούρου χρώματος γκρι από το τρΙγωνο Ε στο F.
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Η χρωματισμένη περιοχή του σχήμστος 5 με ανοιχτό και σκούρο γκρΙ δεlχνει
ένσ τετρόγωνο με πλευρά την υποτεlνουσσ του σρχικού ορθογωνlου τριγώνου.
Τσ κομμάτια με το ανοιχτό γκρΙ χρώμσ προέρχοντσι από το τετράγωνο με
πλευρά τη μεγαλύτερη κάθετη του Opeoywvlou τριγώνου κσι τα κομμάτια με το
σκούρο γκρΙ από το τετράγωνο με πλευρό τη μικρότερη κάθετη. Έτσι λοιπόν το
εμβαδόν του τετράγωνου με πλευρά την υποτεlνουσσ ισούτσι με το άθροισμα
των εμβαδών των τετραγώνων με πλευρές τη μικρότερη κσι τη μεγσλύτερη
κάθετη πλευρό.
Κόκκινο καράΒι: σφετηρΙα του εΙναι η ΣαρδηνΙα, όπου η κόκκινη ομάδο
καταmάνετσι με την πρώτη δραστηριότητσ. που εΙναι κοινή, μέτρηση του
εμβαδού του πλοlου.
10< άκιλο
Οι πειρατlς προπμούν, {νσ εlδος σκάφους που ονομάζεται σλουπ. Αυτό το
σκάφος [χει μικρό βύθισμσ που του επιτρlπει να κρύβεται σε όρμους με ρηχά
νερά. εκεl όπου τα μεγάλα πλοlα δεν, μπορούν, να πλεύσουν, Η καρlνα (το κάτω
μlρος) του πλοlου σας [χεl τις εξής διαστάσεις. Υπσλογlστε το Eμ(3aMv της και
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10< σταβ ό : Aiyumos 2000π.Χ. δραστηριότηταμε εξισώσεις
20<Φάκελος
Οι Αιγύmιοι μελετούσον τα μαθηματικά από πολύ παλιά, τουλάχιστοναπό το
2000π.χ. Τα μαθηματικά τους κατά το μεγαλύτερο μέρος τους ήταν αριθμητικά
με εφαρμογές στη μέτρηση γεωμετρικώνσχημάτων. Παρ' όλα αυτά υπάρχουν
μερικά σημεlα που αποτελούντον πρόδρομοσε θέματα της άλγεβρας, όπως τα
προβλήματα «άχα•. Η λέξη αυτή ερμηνεύεται ως ποσότητα. Έτσι λοιπόν οι
Αιγύmιοι ήταν σε θέση από πολύ νωρlς να λύνουν εξισώσεις, αν και ο
συμβολισμόςτου άγνωστουΧ ήρθε πολύ αργότερα.
Στην Alyumo θο πρέπει να σταματήσετεγια ανεφοδιασμόκαι χρειάζεστε έτσι τη
βοήθεια των ντόπιων. Για να σας δεχτούν και να σας παρέχουνπρομήθειεςθα
πρέπει να τους βοηθήσετε να μελετήσουντη μέθοδο με την οποlα οι πρόγονοι
τους έλυναν με εύκολο τρόπο προβλήματαποσοτήτων. Για το λόγο αυτό σας
έδειξαν έναν πάπυρα, γνωστό σήμερα ως πάπυρο του Ρίντ, που χρονολογεΙται
γύρω στο 1650Π.χ. και περιέχει 80 περίπου προβλήματα. Η μέθοδος που
χρησιμοποιούνταν ονομάζεται μέθοδος της απλής λαθεμένης παραδοχής. Το
πρώτο πρόβλημα «άχα. (ποσότητα) που εμφανίζεται στον πάπυρα εlναι το 240
και έχει ως εξής:« Το άθροισμα μιας ποσότητας με το ένα έβδομο της ποσότητας
αυτής, δlνει αποτέλεσμα 16. Ποιά είναι η αρχική ποσότητα;.
Η λύση όπως περιγράφεται στον πάπυρο είναι η εξής: Αν η ποσότητα είναι ο
αριθμός 7 (υπόθεση) τότε το έβδομό της είναι ο αριθμός 1 και το άθροισμά τους
δίνει τον αριθμό 8. Αν πολλαπλασιάσουμε το 8 με το 2 θο μας δώσει 16, άρα η
λύση είναι το 7 πολλαπλασιασμένο με το 2 (αποτέλεσμα).
1. (α) Γρόψτε την εξίσωση που αντιστοιχεl στο παραπάνω πρόβλημα
(β) Επαληθεύστε την ορθότητα της λύσης
2. Στον πάπυρο του ΡΙντ υπάρχουν αρκετά ακόμη προβλήματα που
λύνονται με τη μέθοδο της απλής λαθεμένης παραδοχής. Ένα από αυτά
εlναι το πρόβλημα 28: «ΜΙα ποσότητα και τα 3. αυτής πραστίθενται. Από
3
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(α) Γράψτε την εξίαωαη που αντιστοιχεί στο παραπάνω πρόβλημα
(β) Λύστε την εξΙσωση με τη μέθοδο της απλής λαθεμένης παραδοχής
Υπόθεση:
Αποτέλεσμα:
Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Επαλήθευση:
















Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Επαλήθευση:
4. Η μέθοδος αυτή ικανοποιεΙ όλες τις παραπάνω εξισώσεις;
Το τελικό αποτέλεσμα εξαρτάται από την αρχική υπόθεση;
Η μέθοδος αυτή εΙναl αποδοτική για όλες τις γραμμικές εξισώσεις;
Για ποιό λόγο οι Αιγύmιοι επινόησαν μια τέτοια μέθοδο;
20( σταθ ό: Βαβυλώνα δραστηριότητα με τη μέθοδο επίλυσης
προβλημάτων.
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Φυσικά από το ταξίδι της Aραμπtλλα δε θα μπορούσε να λεlπει η πρωτεύουσα
του βαβυλωνιακού πολιτισμού. Οι Βαβυλώνιοι δεν διατύπωναν θεωρήματα, έτσι
όπως εμείς τα εwοούμε, ούτε και έδιναν αποδείξεις. Τα μαθηματικά τους
προβλήματα περιορίζονταν στο να ζητούν να υπολογιστούν μήκη ευθυγράμμων
τμημάτων καθώς και εμβαδά. Είχαν αναmύξει μεθόδους επlλυσης
συστημάτων, λύσης δευτεραβάθμιων εξισώσεων και πρωτότυπους τρόπους
επlλυσης αλγεβρικών προβλημάτων. Στη Βαβυλώνα η Aραμπtλλα μελέτησε μια
πλάκα από άργιλο η οποία απεικόνιζε αριθμούς γραμμένους σε σφηνοειδή
γραφή, που στην ouola αποτελούσαν τις μεθόδους που χρησιμαποιούσαν οι
Βαβυλώνιοι για να εξάγουν προσεγγιοτικά τις ρlζες αριθμών, να λύνουν
εξισώσεις και πραβλήματα. Όπως πραέκυψε από τα ιερογλυφικά κεlμενα που
αποκρυπτογραφήθηκαν και αναλύθηκαν από τις πινακίδες αργlλου γνωστές
σήμερα ως Πλίμπτον 322 και ΑΟ 8862, οι Βαβυλώνιοι ακολουθούσαν την lδια
σειρά συλλογισμών με εμάς σήμερα, που όμως στην ουσία δεν μοιάζουν
καθόλου. Συνήθιζαν να εκφράζουν με παραδείγματα τις διαδικασίες που
απαιτούσαν οι μέθοδοί τους, με σκοπό να επιβεβαιώσουν την ορθότητά τους
και σχεδόν πάντα οι λύσεις τους τελείωναν με τη φράση: «Αυτή είναι η
μέθοδος»
Οι Βαβυλώνιοι πολύ συχνά λύνανε προβλήματα του εξής τύπου: «δίνεται το
άθραισμα (ή η διαφορά) δύο αριθμών καθώς και το γινόμενό τους. Να
προσδιοριστούν οι αριθμοl αυτοί.
Να βρεθούν δύο αριθμοί με άθροισμα 14 και γινόμενο 45.
Η λύση των Βαβυλωνίων αλλά με σύγχρονη διατύπωση εlναι η εξής: δύο





Άρα οι αριθμοίaUTOI είναι οι 9 και 5.
• Χρησιμοποιώντας την ίδια μέθαδο βρείτε δύο αριθμούς με
άθροισμα 14 και γινόμενο 48.
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30< σταθ ό : ΚΙνα πιρl το 300 μ.Χ, δραστηριότητα με πυθαγόρειο
θεώρημα και τριγωνομετρικούς αριθμούς γωνιών.
40< άKtλo
Στην Κίνα έζησε ένας μεγάλος μαθηματικός ο Lίυ Ηυί γύρω στα 300 μ.Χ. ο
οποίος ααχολήθηκε εκτεταμένα με το Πυθαγόρειο θεώρημα και έδωσε μια
γεωμετρική απόδειξή του. Το έργο του βρίσκεται καταγεγραμμένο σε ένα βιβλίο
που σώζεται σήμερα σττό την εποχή της δυναστείας των Han με τίτλο Jiuzhang
suanshu και θεωρείται κλααικό έργο της μαθηματικής βιβλιογραφίας. Ο τίτλος
μπορεί να μεταφραστείσαν «cwta κεφάλαιασχετικά.με την τέχνη των
μαθηματικών»ή πιο σύντομαείναι γνωστό σαν «εwέα κεφάλαια».
Φεύγοντας σττό το λιμάνι της Κίνας θα πρέπει να περάσετε προσεκτικά από τα
νηαιά που φαίνονταιστον χάρτη και η πορεία σας θα πρέπει να είναι ακριβής.
• Πόσα ναυτικά μίλια βόρεια του λιμανιού θα βρίακεστε στη θέαη Α;
• Πόσα ναυτικά μίλια ανατολικά του λιμανιού θα βρίακεστε στη θέαη Α;
• Πόαα ναυτικά μίλια βόρεια του λιμανιού θα βρίσκεστε στη θέση Β;
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40< σταθ ό : Σάμος 60< π.χ. αιώνας, απόδειξη Πυθαγορείου Θεωρήματος
50< άκελο
Η Aραμπtλλα θαυμάζοντας την Ελλάδα και τον πολιτισμό της δε θα μπορούσε
να μην περάσει από το νησί της Σάμου, γενέτειρα του μεγάλου μαθηματικού
Πυθαγόρα. Εκεί θέλησε να δει το μέρος που ενέπνευσε τον Πυθαγόρα να
ασχοληθεί με τα μαθημωικά και να διατυπώσει αργότερα το Πυθαγόρειο
θεώρημα. Στη Σάμο. βρίσκεται η σπηλιά του Πυθαγόρα, εκεί υπήρχε ένα
μπαούλο που είχε κρύψει η Aραμπtλλα με κάποια σχήμωα και το κομμάτι ενός
χάρτη. Αν και τόσα χράνια κανείς δεν κατάλαβε σε τί εξυπηρετούσαν τα
σχήματα αυτά, ενώ ο χάρτης ήταν άχρηστος χωρίς τα υπόλοιπα κομμάτια που
τον συμπληρώνουν.
Τοποθετήστε σωστά τα σχήμωα ώστε να δημιουργηθεί η απόδειξη του
Πυθαγόρειου Θεωρήματος και ενώστε το κομμάτι του χάρτη με αυτό των άλλων
ομάδων. Επιτέλους! Ο θησαυρός αποκαλύmεται.
Θδηνίε" Τα τρίγωνα και τα τετράγωνα πρέπει να τοποθετηθούν κατάλληλα,
ώστε να σχηματίσουν δύο νέα τετράγωνα, με πλευρά το άθραισμα των δύο
κάθετων πλευρών του ορθογωνίου τριγώνου. Το πρώτο τετράγωνο να
αποτελείται από τέσσερα τρίγωνα 4τ και τα δυο τετράγωνα με πλευρές τη
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!Το δεύτερο τετράγωνο να αποτελείται πάλι από τέααερα τρίγωνα 4τ και από το
τετράγωνο Α με πλευρά την υποτείνουαα του ορθογωνίου τριγώνου (Σχήμα 2).
Σχήμα 2
Τα δύο παραπάνω τετράγωνα έχουν το ίδιο εμβαδό, επομένως θα ισχύει:
Β + C + 4τ = Α + 4τ
η
B+C=A
Δηλαδή, το εμβαδόν του τετραγώνου, που έχει πλευρά την υποτείνουαα ενός
ορθογωνίου τριγώνου είναι ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των τετραγώνων,
που έχουν πλευρές τις δύο κάθετεςπλευρές του τριγώνουαυτού.
Μπλε κα ά ι: αφετηρίατου είναι το Μαρόκο, όπου η μπλέ ομάδα καταπιάνεται
με την πρώτη δραστηριότητα, που είναι κοινή, μέτρηση του εμβαδού του
πλοίου.
1"< άκελο
Οι πειρατές προτιμούν ένα εlδος σκάφους που ονομάζεται σλούπ.. Αυτό το
σκάφος έχει μικρά βύθισμα που του επιτρέπει να κρύβεται σε όρμους με ρηχά
νερά, εκεl όπου τα μεγάλα πλοlα δεν μπορούν να πλεύσουν. Η καρlνα (το κάτω
μέρος) του πλοlου σας έχει τις εξής διαστάσεις. Yπαλoγlσrε το εμβαδόν της και
106
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
09/12/2017 00:38:43 EET - 137.108.70.7
]]
ετοιμαστε/τε για το ταξ/δι αας. "Β/ρα τις άγκυρες» η αναζήτηαη του θησαυρού
ξεκινάει.
Σχήμα .....
1ος σταθ ό Βαβυλώνα δραστηριότητα με τη μέθοδο επΙλυσης
προβλημάτων.
2οςφάκελος
Φυσικά από το τσξίδι της Αραμπέλλαδε θα μπορούσε να λείπει η πρωτεύουσα
του βαβυλωνιακούπολιτισμού. Οι Βαβυλώνιοιδεν διατύπωνανθεωρήματα,έτσι
όπως εμείς τα εννοούμε, ούτε και έδιναν αποδείξεις. Τα μαθηματικά τους
προβλήματαπεριορίζοντανστο να ζητούν να υπολογιστούνμήκη ευθυγράμμων
τμημάτων καθώς και εμβαδά. Είχαν αναπτύξει μεθόδους επίλυσης
συστημάτων, λύσης δευτεροβάθμιων εξισώσεων και πρωτότυπους τρόπους
επίλυσηςαλγεβρικώνπροβλημάτων.Στη Βαβυλώναη Αραμπέλλαμελέτησε μια
πλάκα από άργιλο η οποία απεικόνιζε αριθμούς γραμμένους σε σφηνοειδή
γραφή, που στην ουσία αποτελούσαν τις μεθόδους που χρησιμοποιούσανοι
Βαβυλώνιοι για να εξάγουν προσεγγιστικά τις ρίζες αριθμών, να λύνουν
εξισώσεις και προβλήματα.Όπως προέκυψε από τα ιερογλυφικά κείμενα που
αποκρυmογραφήθηκανκαι αναλύθηκαν από τις πινακίδες αργίλου γνωστές
σήμερα ως Πλίμπτον 322 και ΑΟ 8862, οι Βαβυλώνιοι ακολουθούσαν την ίδια
σειρά συλλογισμών με εμάς σήμερα, που όμως στην ουσία δεν μοιάζουν
καθόλου. Συνήθιζαν να εκφράζουν με παραδείγματα τις διαδικασίες που
απαιτούσαν οι μέθοδοί τους, με σκοπό να επιβεβαιώσουν την ορθότητά τους
και σχεδόν πάντα οι λύσεις τους τελείωναν με τη φράση: «Αυτή είναι η
μέθοδος»
Οι Βαβυλώνιοι πολύ συχνά λύνανε προβλήματα του εξής τύπου: «δίνεται το
άθροισμα (ή η διαφορά) δύο αριθμών καθώς και το γινόμενο τους. Να
προσδιοριστούν οι αριθμοί αυτοί»
Να βρεθούν δύο αριθμοί με διαφορά 6 και γινόμενο 16.
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Η λύση των Βαβυλωνίων αλλά με σύγχρονη διατύπωση είναι η εξής: δύα





Άρο οι αριθμοί αυτοί είναι οι 2 και 8.
• Χρησιμοποιώντας την ίδια μέθοδο βρείτε δύο αριθμούς με διαφορά 2 και
γινόμενο 48.
2'" σταθμός: Σάμος 6'" Π.χ. αιώνας δραστηριότητα με πυθαγόρειο
θεώρημα και τριγωνομετρικούςαριθμούςγωνιών.
3'" φάκελος
Η Αραμπέλλα θαυμάζονταςτην Ελλάδα και τον πολιτισμό της δε θα μπορούσε
να μην περάσει από το νησί της Σάμου. γενέτειρα του μεγάλου μαθηματικού
Πυθαγόρα. Εκεί θέλησε να δει το μέρος που ενέπνευσε τον Πυθαγόρο να
ασχοληθεΙ με τα μαθηματικά και να διατυπώσει αργότερα το Πυθαγόρειο
θεώρημα. Εκεί όμως γεννήθηκε και ο Αρίσταρχος ο Σάμιος, ο οποίος
ασχολήθηκε κυρίως με την αστρονομία και ανακάλυψε σχέσεις μεταξύ των
γωνιών και των πλευρών των τριγώνων, ικανές να εδραιώσουν αργότερα τον
κλάδο της τριγωνομετρίας.
Για να προσεγγίσετετο λιμάνι της Σάμου πρέπει να ακολουθήσετε την πορεία
του χάρτη. Η θέση Α δείχνει τη μικρότερη απόσταση από το λιμάνι, τι γωνία
είναι η ΛΑΠ; Να βρείτε την ελάχιστη αυτή απόσταση.Αν το πλοίο σας κινείται με
ταχύτητα 18kmlh πότε θα φτάσει στη θέση Α;
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Ί
1 3"' σταθ ό : Αίγυπτος 2000π.Χ. δραστηριότητα με εξισώσεις
4"'φάκελοc
Οι Αιγύmιοl μελετούσαν τα μαθηματικά από πολύ παλιά, τουλάχιστον από το
200Οπ.Χ. Τα μαθηματικά τους κατά το μεγαλύτερο μέρος τους ήταν αριθμητικά
με εφαρμογές στη μέτρηαη γεωμετρικών σχημάτων. Παρ' όλα αυτά υπάρχουν
μερικά σημεία που αποτελούν τον πρόδρομο σε θέματα της άλγεβρας, όπως τα
προβλήματα «άχα». Η λέξη αυτή ερμηνεύεται ως ποσότητα. Έτσι λοιπόν οι
Αιγύmιοι ήταν σε θέση από πολύ νωρίς να λύνουν εξισώσεις, αν και ο
συμβολισμός του άγνωστου χ ήρθε πολύ αργότερα.
Στην Alyumo θα πρέπει να σταματήσετεγια ανεφοδιασμόκαι χρειάζεστεέτσι τη
βοήθεια των ντόπιων. Για να σας δεχτούν και να σας παρέχουνπρομήθειεςθο
πρέπει να τους βοηθήσετε να μελετήσουν τη μέθοδο με την οποία οι πρόγονοί
τους έλυνα με εύκολο τρόπο προβλήματα ποσοτήτων. Για το λόγο αυτό σας
έδειξαν έναν πάπυρο, γνωστό σήμερα ως πάπυρο του Ρίντ, που χρονολογείται
γύρω στο 1650π.Χ. και περιέχει 80 περlπου προβλήματα. Η μέθοδος που
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χρησιμοποιούνταν ονομάζεται μέθοδος της απλής λαθεμένης παραδοχής. Το
πρώτο πρόβλημα «άχα» (ποσότητα) που εμφανΙζεται στον πάπυρο εΙναι το 240
και έχει ως εξής: «Το άθροισμα μιας ποσότητας με το ένα έβδομο της ποσότητας
αυτής, δΙνει αποτέλεσμα 16. Ποιά tlvoι η αρχική ποσότητα;»
Η λύση όπως περιγράφεται στον πάπυρο εΙναι η εξής: Αν η ποσότητα εΙναι ο
αριθμός 7 (υπόθεση) τότε το έβδομό της εΙναι ο αριθμός 1 και το άθροισμά τους
δΙνει τον αριθμό 8. Αν πολλαπλασιάσουμε το 8 με το 2 θα μας δώσει 16, άρα η
λύση εΙναι το 7 πολλαπλασιασμένο με το 2 (αποτέλεσμα).
1. (α) Γράψτε την εξlσωση που αντιστοιχεl στο παραπάνω πρόβλημα
(β) Επαληθευστε την ορθότητα της λύσης
2. Στον πάπυρο του ΡΙντ υπάρχουν αρκετά ακόμη προβλήματα που
λύνονται με τη μέθοδο της απλής λαθεμένης παραδοχής. Ένα από αυτά
εΙναι το πρόβλημα 25: «ΜΙα ποσότητα και το μισό της δΙνουν άθροισμα
16. Ποια εΙναι αυτή η ποσότητα;.
(α) Γράψτε την εξΙσωση που αντιστοιχεΙ στο παραπάνω πρόβλημα
(β) Λύστε την εξΙσωση με τη μέθοδο της απλής λαθεμένης παραδοχής
Υπόθεση:
Αποτέλεσμα:
Λύση συμφωνα με τη μέθοδο:
Επαλήθευση:











Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
ΙΙΟ
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Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Επαλήθευση:
4. Η μέθοδος αυτή ικανοποιεί όλες τις παραπάνω εξισώσεις;
Το τελικό αποτέλεσμα εξαρτάται από την αρχική υπόθεση;
Η μέθοδος αυτή είναι αποδοτική για όλες τις γραμμικές εξισώσεις;
Για ποιό λόγο οι Αιγύmιοι επινόησαν μια τέτοια μέθοδο;
40< σταθυός: Ινδίες 1150, απόδειξη Πυθαγορείου Θεωρήματος
50< φάκελος
Γύρω στο 1150 ο Ινδός μαθηματικός και αστρονόμοςBhaskara έδωσε μια
απόδειξη του πυθαγόρειου θεωρήματος. Είναι χαρακτηριστικό πως η μόνη λtξη
που έγραψε στην απόδειξή του ήταν '<κοΙταξε», πρατρtπoντάς μας να
παρατηρήσουμε το σχήμα και να δούμε την απόδειξη!
Φτάνοντας στην lνδία βρήκατε ένα μπαούλο που εΙχε κρύψει η Αραμπέλλα με
κάποια σχήματα και το κομμάτι ενός χάρτη. Αν και τόσα χρόνια κανείς δεν
κατάλαβε σε τί εξυπηρετούσαν τα σχήματα αυτά, ενώ ο χάρτης ήταν άχρηστος
χωρίς τα υπόλοιπα κομμάτια που τον συμπληρώνουν.
Τοποθετήστε σωστά τα σχήματα ώστε να δημιουργηθεΙ η απόδειξη του
Πυθαγορείου Θεωρήματος και ενώστε το κομμάτι του χάρτη με αυτό των άλλων
ομάδων. Επιτέλους! Ο θησαυρός αποκαλύmεται.
Οδηγίες Ξεκινάμε με ένα ορθογώνιο τρίγωνο όπως δείχνει το σχήμα 1.
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Στη συνέχεια βάζουμε το δεύτερο τρίγωνο πάνω από το πρώτο και το
περιστρέφουμε 90' κατά τη φορά των δεικτών του ρολογιού, όπως φαίνεται στο
σχήμα 2. Η διακεκομμένη γραμμή απεικονίζει τη διαφορά της μεγαλύτερης από
τη μικρότερη κάθετη πλευρά του ορθογωνίου τριγώνου. Ισοδύναμα, η μικρότερη
κάθετη πλευρά συν το διακεκομμένο τμήμα, ισούται με τη μεγαλύτερη κάθετη
πλευρά του τριγώνου.
Σχήμα 2
Ακριβώς με τον ίδιο τρόπο θα τοποθετήσουμε το τρίτο και το τέταρτο τρίγωνο,
περιστρέφοντάς τα 180' και 270' αντίστοιχα. Η σύνθεση που θα προκύψει
φοίνεται στο παρακάτω σχήμα.
3
Σχήμα 3
Το νέο σχήμα που προέκυψε είναι ένα τετράγωνο (θα το ονομάσουμε
εξωτερικό), που το εμβαδόν του είναι ίσο με το τετράγωνο της υποτείνουσας
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ενός ορθογωνίου τριγώνου. Ανόλογα η κόθε πλευρό του εαωτερικού
τετραγώνου ισούται με τη διαφορό της μεγαλύτερης από τη μικρότερη κόθετη
πλευρό. Σε αυτό το σημείο θα πρέπει να γρόψουμε το περίγραμμα του
εσωτερικού τετραγώνου γιατί το σχήμα του κινδυνεύει να χαθεί στις επόμενες
κινήσεις που θα πραγματοποιηθούν.
Συνοmικό το εξωτερικό τετρόγωνο αττοτελείται από τα τέσσερα ορθογώνια
τρίγωνα συν το εσωτερικό τετρόγωνο. Σκοπός μας είναι να
επανατοποθετήσουμε τα παραττόνω σχήματα ώατε να δημιουργήσουμε δύο
τετρόγωνα. Για το λόγο αυτό μπορούμε να μετακινήσουμε το τρίγωνο 1 κότω
αττό το 3 και το τρίγωνο 4 κότω από το 2. Έτσι θα δημιουργήσουμε ένα σχήμα






Τελευταία μας κίνηση είναι να δημιουργήσουμε τη διακεκομμένη κόθετη γραμμή
ώατε να φανεΙ ξεκόθαρα ότι πρόκειται για δυο τετΡόγωνα. Το δεξί τετρόγωνο
έχει πλευρό τη μικρότερη κόθετη πλευρό του ορθογωνίου τριγώνου και το
αριστερό τη μεγαλύτερη κόθετη πλευρό.
Σχήμα 5
Έτσι, το εμβαδόν του σχήματος 5 θα ισούται με το εμβαδόν του δεξιού συν το
εμβαδόν του αριστερού τετρογώνου. Δηλαδή με το τετρόγωνο της μικρής
κόθετης πλευρός συν το τετρόγωνο της μεγαλύτερης κόθετης πλευρός του
ορθογωνίου τριγώνου.
Εφόσον λοιπόν το σχήμα 5 προήλθε αττό το σχήμα 3 μετατoπlζoντας απλώς
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δύο τρίγωνα η εmφάνεια που καταλαμβάνουν παραμένει ίδια. Με άλλα λόγια το
εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά την υποτείνουσα ενός ορθογωνίου
τριγώνου (σχήμα 3) ισούται με το άθροισμα του εμβαδού του τετραγώνου με
πλευρά τη μικρή κάθετη πλευρά και του εμβαδού του τετραγώνου με πλευρά τη
μεγαλύτερη κάθετη πλευρά του τριγώνου αυτού (σχήμα 5).
Μήνυμα Θησαυρού
Και να που το ταξίδι τελείωσε! Μν πιστεύω ναύτες μου να λυπάστε γι' αυτό.
Ταξιδέψατε σε κόσμους μακρινούς, είδατε τόπους άγνωστους, νέους
πολιτισμούς και ελιχθήκατε στο χράνο Και μην ξεχνάτε σημασία δεν έχει ο
προορισμός αλλά το ταξίδι και ότι κερδίζετε από αυτό. Ταξιδεύοντας,
ανακαλύψατε τα μαθηματικά μέσα στο χώρο και στο χρόνο της ιστορίας τους.
Με λάφυρα τη γνώση φτιάξατε το δικό σας θησαυρό. Ανεκτίμητο και μοναδικό
που κανείς πια δεν μπορεί να σας τον πάρει. Να ξέρετε ότι η ζωή είναι γεμάτη
από τέτοιου είδους ταξίδια. Μη χάσετε λοιπόν την επόμενη ευκαιρία!
Πάντα στον νου σου νάχεις την Ιθάκη.
Το φθάσιμον εκεί είν' ο προορισμός αου.
Αλλά μη βιάζεις το ταξίδι διόλου.
Καλλίτερα χρόνια πολλά να διαρκέσει'
και γέρος πια ν' αράξεις στο νησί,
πλούσιος με όσα κέρδισες στον δρόμο,
μη προσδοκώντας πλούτη να σε δώσει η Ιθάκη.
Η Ιθάκη α' έδωσε το ωραίο ταξίδι.
Χωρίς αυτήν δεν θάβγαινες στον δρόμο.
Άλλο δεν έχει να αε δώσει πια.
Κι αν mωχική την βρεις, η Ιθάκη δεν αε γέλασε.
Έτσι σοφός που έγινες, με τόση πείρα,
ήδη θα το κατάλαβες η Ιθάκες τι σημαίνουν.
Κωνατσν,τίνος Π. Καβάφης (1911)
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J]
Το κεντρικό Board του παιχνιδιού
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Δραστηριότητες πράσινης Ομάδας
105 φάκελΟ5
ο. ntιparES προtlμούν ένα είδοs σκάφοus που ονομάΖεται σλοuπ.
Αυτό το οκάφοs έχει μικρό βύθισμα που (ου επιτρέΠΕΙ να κρύβεται σε
όρμοus με ρηΧά νερά. εκεί όπου τα μεγάλα πλοία δεν μπορούν να
πλεύσουν. Η καρίνα (το κάιω μέροs) του πλοίου oos έχει tls διαοτάσειs
που αναγράφονται.γπολογίΟΙΕ10 εμβαδόν tns κοι ειοιμασιείιεγια το
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205 φάκελ05
10s οιαθμόs: ί.άμο<; 60S ΙΙ.Χ. αιώνας δραοιπριόιπια
με πυθαγόρειο θεώρημα ιωι ιριγωνομειρικούς αριθιlOύς γωνιών.
Η Αραμπέλλα θαυμάΖονταs την Ελλάδα και τον πολιτισμό της
δε θα μπορούσε να μην περάσει από 10 νησί (ης Σάμου. γενέτειρα του
μεγάλου μαθηματικούΠυθαγόρα. Εκεί θέλησε να δει (ο μέρος που
ενέπνευσετον Πυθαγόρανα ασχοληθεί με τα μαθηματικάκαι να
διατυπώσειαργότερα το Πυθαγόρειοθεώρημα. Εκεί όμως γεννήθηκε
και ο Αρίσταρχοςο Σάμιος. ο OOOiOS ασχολήθηκεκυρίωs με την
αστρονομία και ανακάλυψε σΧέσειs μεταξύ των γωνιών και των
πλευρών των τριγώνων. ικανές να εδραιώσουναργότερα τον κλάδο
της τριγωνομετρίας.
Το πλοίο oas βρίσκεταιΝΔ από το
λιμάνι της Σάμου. και περνάτε κοντά
από ένα φάρο που βρίσκεται στη
βραχονησίδα«ΣαμιοπούλαlO.Ένα πλοίο
με εΧθρικές διαθέσεις σας προσεγγίΖει.
Μέλημα σας είναι να διατηρήσετε
απόσταση ασφαλείαs από την εμβέλεια
των κανονιών του.
ΓνωρίΖονταsότι το ύψοs του φάρου είναι 40μ (από τη στάθμη tns
θάλασσας) και τις γωνίες που σχηματίΖει το φωs του που πέφτει
σε κάθε καράβι με τη θάλασσα είναι 340 και 230 αντίστοιχα.
υπολογίστε τη μεταξύ oas απόσταση.
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Οι Αιγύπτιοι μελετούσαν τα μαθηματικά από πολύ παλιά, τουλάχιστον
από το 2000π.Χ. Τα μαθηματικά lOUS κατά το μεγαλύτερο μέροs lOUS
ήταν αριθμητικά με εφαρμOγΈS στη μέτρηση γεωμετρικών σχημάτων.
Παρ' όλα αυτά υπάρχουν μερικά σημεία που αποτελούν τον πρόδρομο
σε θέματα lDS άλγεβραs, όπωs τα προβλήματα «άχα». Η λέξη αυτή
ερμηνεύεται ωs ποσότητα. Έτσι
λοιπόν οι Αιγύπτιοι ήταν σε θέση
από πολύ νωρίs να λύνουν
εξισώσειs, αν και ο συμβολισμόs
του άγνωστου χ ήρθε πολύ
αργότερα. Στην Αίγυπτο θα πρέπει
να σταματήσετε για ανεφοδιασμό
και χρειάΖεστε έτσι τη βοήθεια
των ντόπιων. Για να oas
δεχτούν και να oas παρέχουν
προμήθειεsθα πρέπει να lOUS
βοηθήσετε να μελετήσουν τη
μέθοδο με την οποία οι
πρόγονοι lOUS έλυναν
με εύκολο τρόπο προβλήματα
ποσοτήτων. Για το λόγο αυτό oas
έδειξαν έναν πάπυρο, γνωστό
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που χρονολΟΥείιαι από το 16S0n.X. και περιέχει 80 περίπου
προβλήματα.Η μέθοδοs που χρησιμοποιούντανονομάΖεται
μέθοδοs <ns aBλήs λαθεμένηs παραδοχήs. Το πρώτο πρόβλημα
~άxαlt (ποσόιπια) που εμφανίΖειαι στον πάπυρο είναι (ο 240
και έχει ως εξήs:~Το άθροισμα μιας ποσότηταs με το ένα έβδομο
rns ποσότητας αuτήs, δίνει αποτέλεσμα 16.
Ποια είναι η αρχική ποσότητα;»
Η λύση όπως πεΡΙΥράφειαι σιον πάπυρο είναι n εξής: Αν n ποσότητα
είναι ο αριθμός 7 (υπόθεση) τόιε (ο έβδομό (ης είναι ο αριθμός 1
και το άθροισμά IOUS δίνει τον αριθμό 8. Αν πολλαπλασιάσουμε(ο
8 με (ο 2 θα μας δώσει 16. άρα η λύση είναι το 7 πολλαπλασιασμένο
με το 2 (αποτέλεομα).
1.(0) Γράψτε την εξίσωση που αντιοιοιχεί σιο παραπάνω πρόβλημα
(β) Επαληθεύστετην ορθόιnια [ης λύσηs.
2.Η μέθοδοs rns απλήs λαθεμένηs ηαραδοχήsχρησιμοηοιήθηκεκαι
κατά το μεσαίωνα. Συγκεκριμέναστσ βιβλίο Liber Abaci τσυ Fibonacci
εμφανίΖεταιτο ηαρακάτωηρόβλημα: fI Έναs αγρότηs αγόρασε μια
ποσότητα από μήλα και ηλήρωσεένα δηνάριο για κάθε 7 μήλα. Την
εηόμενη μέρα πούλησε όλα τα μήλα naipvovtas ένα δηνάριο για κάθε
5 μήλα και κέρδισε 12 δηνάρια. Πόσα δηνάρια έδωσε αρχικά για τα
μήλα ηου αγόρασε; ..
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(ο) ΓράψΤΕ την εξίσωση που αvτιστoιxεί στο παραπάνω πρόβλημα
(β) Λύσιε ιην εξίσωση με ιη μέθσδσ ιηο αηλήο λαθεμένηο ηαραδσχήο
Υπόθεση:
Αποτέλεσμα:
Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Επαλήθευση:





Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Εηαλήθευση:




Λύση σύμφωνα με ιη μέθοδο:
Επαλήθευση:
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Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Επαλήθευση:
4.Η μέθοδοs αυτή ικανοποιείόλεs nS παραπάνω εξισώσειs;
ΤΟ τελικό αποτέλεσμαεξαρτάται από την αρχική υπόθεση;
Η μέθοδοs αυτή είναι αποδοτικήγια όλεs tIS γραμμικέs εξισώσειs;
Για ποιο λόγο οι Αιγύπτιοι επινόησανμια τέτοια μέθοδο;
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405 φάκελ05
.
305 οιαΟμόs : Βοβυλωνα δραοιπριόιπιο με μέθοδο εξαγωγήs ΡΙΖών
,
Φυσικά από το ταξίδι tns Αραμπέλλα δε θα μπορούσενα λείπει n
πρωτεύουσα του βαβυλωνιακού πολιτισμού. Οι Βαβυλώνιοι δεν
διατύπωναν θεωρήματα, έτσι όπωs EpEiS τα εννοούμε, ούτε και
έδιναν αποδείξεls.
Τα μαθημαιικά tous προβλήματα περιορίΖοντανστο να Ζητούν να
υπολογιστούνμήκη ευθυγράμμωντμημάτωνκαθώs κοι εμβαδά. Είχαν
αναπτύξειμεθόδουsEDuuons συστημάτων.λύσπs δευτεροβάθμιων
εξισώσεων και πρωτότυnουs τρόnουs EDuuons
αλγεβρικών προβλαμάιων.
Στη Βαβυλώνα η Αραμπέλλα μελέτησε μια πλάκα από άργιλο n οποία
απεικόνΙΖε αριθμούs γραμμέvουs σε σφηνοειδή γραφή, που στην ουσία
αποτελούσαν tlS μεθόδουs που χρησιμοποιούσανοι Βαβυλώνιοιγια να
εξάγουν προσεγγιστικάtls piZEs αριθμών, να λύνουν εξισώσειs και
προβλήματα. Όπωs προέκυψε από τα ιερογλυφικά κείμενα που
αποκρυπτογραφήθηκαν και αναλύθηκαν από ns πινακίδεs αργίλου
γνωστέs σήμερα ωs Πλίμητον 322 και ΑΟ 8862, οι Βαβυλώνιοι
ακολουθούσαντην ίδια σειρά συλλογισμώνμε εμάs σήμερα, πσυ όμωs
στην ουσία δεν μοιάΖσυν καθόλου. ΣυνήθΙΖαννα εκφράΖσυνμε
παραδείγματα tls διαδικασίεsηου αηαιτσύσαν σι μέθοδσι tous,
με σκοπό να εηιβεβαιώσουντην ορθότητα tOUs και σχεδόν
πάντα οι λύσειs tous τελείωνανμε τη φράση: «Αυτή είναι η μέθοδσs»
Για να βρσυν οι Βαβυλώνιοι την τετραγωνικήρίΖα ενόs αριθμού
χρησιμοποιούσανμια προσεγγιστικήμέθοδσ.
Πιθανόταταέκαναν tOUs ηαρακάτω συλλσγισμούs:
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L συνέχεια J
Η Jϊ7 είναι λίγο μεγαλύιερη από 10 4. επομένωs 10 4 είναι λίγο
μικρότερο από τπ ,ΠΊ .
Στο γινόμενο αυτό αφού ο παράγονταs 4 είνοι πιο μικρός από τη Jli
ιόιε ο παράγοvτοs .!2 θα είναι μεγαλύιεροs από τη ρίΖα. Έιοι ωs
4
προσεγγιστική ιιμή {DS JI7 οι Βαβυλώνιοι εκλέγανε τον μέσο όρο των
θ . 17 πλ δ'αρι μων 4 και 4. Δ α η
• ΧρησιμοποιείσΤΕ (ην ίδια μέθοδο και βρείτε μια προσεγγισnκή
τιμή Ins .J,-i και Ins ..Γι5 -
- Η μέθοδοs αυιή μπορεί να επεκιαθεί για μια δεύιερη προσέγγιση;
Δοκιμάσιε 10 για (ην εύρεση (Ως J2 .
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~os:Κιν(l πεrί ιο 300 μ.Χ. Cιιιόδειξπ IIυθ~γ(}ρεloυθεωρή~(~
Η Κίνα υπήρξε ο rEλturoios σταθμόs rns Nτράμμovτ. εκεί συνάντησε
τον Lίυ Ηυί. Έvαs ΚιvέΖΟS υπnρέτns από την δυναστεία των Han oos
έδωσε ένα μπαούλο με κάποια σχήματα κοι το κομμάτι ενόs χάρτη.
Αν κοι τόσα χρόνιο KOVEiS δεν κατάλαβε σε τι εξυπηρετούσαντα
σχήματα αυτά, ενώ ο χάρτns ήταν άχρηοτοs χωρίs το υπόλοιπα
κομμάτια που τον συμπληρώνουν.
Τοποθετήστεσωστά τα σχήματα ώστε να δημιoυρynθεi η απόδειξη του
Πυθαγορείου θεωρήματοs κοι ενώσΤΕ 10 κομμάτι του χάρτη με αυτό
των άλλων ομάδων. EnlIUous! Ο θησαυρόs αποκαλύπτεται.
ΟδnΥίεs: Τοποθετούμε10 εσωτερικό τετράγωνομε τη μικρότερη
πλευρά όπωs φαίνεται στο σχήμα Ι, με σκούρο γκρι χρώμα ΚΟΙ το
εξωτερικό τετράγωνο με τη μεγαλύτερηπλευρά όπωs ακριβώs
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Στη συνέχεια τοποθετούμε το δεύτερο τρίγωνο στην κάτω αριστερή
πλευρά του μεγάλου τετραγώνου με τέτοιο τρόπο ώστε το τριγωνάκι Α
να ταιριάΖει απόλυτα με το τριγωνάκι Β (σΧήμα 3). Κατά τη διαδικασία





Τώρα παίρνουμε το τρίτο ορθογώνιο τρίγωνο, το περιστρέφουμε
90· δεξιόστροφα και το βάΖουμε όπωs δείχνει το σχήμα 4.
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οιινέχειο
Μέχρι σιιγμήs κανένα κομμάιι χρώμοτοsσκούρου γκρι δεν έχΕΙ
μειοφερθεί.Τα ορθογώνιο τρίγωνα Ε κοι F 010 σχήμα 5. είναι ολόιδιο
με μεγάλη κάθετη πλευρά τη μικρή (ου αρχικού ορθογωνίουτριγώνου
και μικρή κάθειη 10 διοφορά Ins μεγαλύτερnsτου αρχικού κοι Ins
μικρότερnsκάθετns των όμοιων τριγώνωνΑ ΚοΙ Β. Έιοι ωs τελικό
βήμα tns κατασκευήspos αυτήs θα είναι η μεταφορά σκούρου
χρώμαιοsγκρι από 10 τρίγωνο Ε οτο F.
,
Σχήμα 5
Η χρωματισμένη περιοχή (ου σχήματοs 5 με ανοιχτό και σκούρο γκρι
δεiXVΕΙ ένα ΤΕτράγωνο με πλευρά την unotEivouoa (ου αρχικού
ορθογωνίουτριγώνου. Τα κομμάιιο με 10 ανοιχιό γκρι χρώμα
προέρχονταιαπό 10 ΤΕτράγωνο με πλευρά τη μεγαλύιερηκάθετη
του ορθογωνίουτριγώνου κοι το κομμάτια με 10 σκούρο γκρι
από το τετράγωνομε πλευρά τη μικρότερη κάθετη.Έτσι λοιπόν το
εμβαδόντου τετράγωνουμε πλευρά την unoIEivouoo ισούται με το
άθροισμα των εμβαδών των τετραγώνωνμε πλευρέs τη μικρότερη
και τη μεγαλύτερη κάθετη πλευρά.
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Δραστηριότητες κόκκινης Ομάδας
ΟΙ πειρατέs προτιμούν ένα είδοs οκάφουs που ονομάΖεται σλουπ.
Αυτό το οκάφοs έχΕΙ μικρό βύθισμα που του επιτρέπει να κρύβεται σε
όρμουs με ρηΧά νερά. εκεί όπου τα μεγάλα πλοία δεν μπορούν
να πλεύσουν. Η καρίνα (το κάτω μέροs) του πλοίου oαS έχει tlS
διοοιάσειs που αναγράφοντοl.Υπολογίστετο εμβαδόν tns κοι
ετοιμαστείτεγιο το ταξίδι oos. «Βίρα IlS άγKυρΕS.
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ο. ΑιΥύπnοι μελειούσαν (Q μαθηματικάαπό πολύ παλιά. τουλάχιστον
από το 2000π.Χ. Τα μαθηματικά IOUS καιά (ο μεγαλύιερομέρος (ους
ήταν αριθμητικά με εφαρμογές σιη μέιρnση γεωμετρικώνσχημάτων.
Παρ' όλα αυτά υπάρχουνμερικά σημεία που αποιελούντον πρόδρομο
σε θέμοια (ης άλγεβρας. όπως τα προβλήμοια.άχαι.. Η λέξη αυιό
ερμηνεύειαιως ποσόιπια.Έτσι
λοιπόν οι Αιγύπτιοι ήταν σε θέση
από πολύ νωρίς να λύνουν
εξισώσεις. αν και ο συμβολισμός
του άγνωστου χ ήρθε πολύ
αΡΥόιερα. Σιην Αίγυπιο θα πρέπει
να σιαμαιήσειεγια ανεφοδιασμό
και χρειάΖεΟΙΕέτσι τη βοήθεια
των ντόπιων. Γιο να oas
δεχτούν και να oos παρέχουν
προμήθειεςθα πρέπει να (OuS
βοnθήσειενα μελειήσοuν10
μέθοδο με την οποία οι
πρόγονοι (OuS έλυναν
με εύκολο ιρόπο προβλήμαια
ποοοιήιων. Για ιο λόγο αυιό oas
έδειξαν έναν πάπυρο, γνωοιό
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!που χρονολογείιαι από ιο 1650π.Χ. και περιέχει 80 περίπου
προβλήμαια.Η μέθοδοs που χρησιμοποιούνιανονομάΖειαι
μέθοδοs tRS απλήs λαθΕμένηs παραδοχήs. Το πρώιο πρόβλημα
.άχαι. (ποσόιηια) που εμφανίΖειαι σιον πάπυρο είναι ιο 240
και έΧΕΙ ωs Εξήs:.Το άθροισμα μιαs ποσόιηιαsμε ισ ένα έβδομο
tDS ποσόιnιαs αυιήs. δίνΕΙ αποιέλεσμα 16.
Ποια είναι η αρχική ποσόιηια;ι.
Η λύση όπωs περιγράφειαι σιον πάπυρο είναι η Εξήs: Αν η ποσόιηια
είναι ο αριθμόs 7 (υπόθεση) ιόιε ιο έβδομό tns είναι ο αριθμόs 1
και ιο άθροισμά tous δίνΕΙ ιον αριθμό 8. Αν πολλαπλασιάσουμΕ
ιο 8 με ιο 2 θα μαs δώσει 16. άρα η λύση Είναι ιο 7
πολλαπλασιασμένο μΕ ιο 2 (αποιέλΕσμα).
1.(α) Γράψιε ιην εξίσωση που ανιισΙΟΙΧΕί σιο παραπάνω πρόβλημα
(β) Επαληθεύστε τπν σρθότπτα Ens λύσπs.
2.Η μέθοδοs tns απλήs λαθεμένηs παραδοχήsχρησιμοποιήθηκεκαι
καιά ιο μεσαίωνα. Συγκεκριμένασιο βιβλίο Liber Abaci ιου Fibonacci
εμφανίΖειαι ιο παρακάιωπρόβλημα: • 'Evos αγρόιηs αγόρασΕ μια
ποσόιηια από μήλα και πλήρωσΕ ένα δηνάριο για κάθε 7 μήλα. Την
Επόμενη μέρα πούλησε όλα ια μήλα noipvovτos ένα δηνάριο για κάθΕ
5 μήλα και κέρδισε 12 δπνάρια. Πόσα δπνάρια έδωσε αρχικά για τα
μήλα που αγόρασΕ;ι.
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(α) Γράψτε την εξίσωση πσυ αντιστοιχεί στο παραπάνω πρόβλημα
(β) Λύστε την εξίσωση με τη μέθοδο της απλής λαθεμένης παραδοχής
Υπόθεσπ:
Αποτέλεσμα:
Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Επαλήθευση:





Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Επαλήθευση:




Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Επαλήθευση:
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Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Επαλήθευση:
4." μέθοδοs αυτή ικανοποιείόλεs tlS παραπάνω εξιοώσειs;
ΤΟ τελικό αποτέλεσμαεξαρτάτοι από ιην αρχική υπόθεση;
Η μέθοδοs αυτή είναι αποδοτική για όλεs IlS ypapplKiS εξισώσειs;
Για ποιο λόγο οι Αιγύπτιοι επινόησαν μια ιέιοιο μέθοδο;
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Φυσικά από το ταξίδι tns Αραμπέλλα δε θα μπορούσενα λείπει n
πρωτεύουσα (ου βαβυλωνιακού πολιτισμού. Οι Βαβυλώνιοι δεν
διατύπωναν θεωρήματα. έτοι όπωs εμείs τα εννοούμε, ούτε ΚΟΙ
έδιναν αποδείξειs.
Τα μαθηματικά tOUS προβλήματα περιορίΖονταν στο να Ζητούν να
υπολογιοτούν μήκη ευθυγράμμων τμημάτων καθώs κοι εμβαδά. Είχαν
αναπτύξει μεθόδουs EDuuons συστημάτων,λύσns δευτεροβάθμιων
εξιοώσεων κοι πρωιότυπουsτρόποus επίλυσns αλγεβρικών
προβλπμάιων.Σιπ Βαβυλώνα π Λραμπέλλα μελέιποε μια πλάκα
από άργιλο η οποία απεικόνΙΖεαριθμούs γραμμέvοusσε
σφηνΟΕιδήγραφή. που στην ουσία αποτελούσανns μεθόδουs
που χρησιμοποιούσανοι Βαβυλώνιοιγια να εξάγουν προσεγγιστικά
ns piZES αριθμών, να λύνουν εξιοώοεls κοι προβλήματα.
Όπωs προέκυψε από τα ιερογλυφικά κείμενα ηου
αποκρυπτογραφήθηκαν και αναλύθηκαν αηό ns πινακίδεs αργίλου
γvωοιέs οήμερα ωs Πλίμπιον 322 και ΛΟ 8862. οι Βαβυλώνιοι
ακολουθούσαντην ίδια σειρά συλλογισμώνμε εμάs σήμερα. ηου όμωs
στην ουσία δεν μοιάΖουν καθόλου. ΣυνήθΙΖαννα εκφράΖουν με
παραδείγματα tlS διαδικασίεsπου απαιτούσανοι μέθοδοι tous.
με σκοπό να επιβεβαιώσουντην ορθότητα tous και σχεδόν ηάντα
οι λύσειs tous τελείωνανμε τη φράση: _Αυτή είναι η μέθοδοs»
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J•
ΟΙ Βαβυλώνιοl πολύ συχνά λύνανε προβλήματα τσυ εξήs τύπου:
~δίνε(αl (ο άθροισμα (ή η διαφορά) δύο αριθμών καθώς και το
γινόμενο tOUS.
Να προσδιοριστούνοι αριθμοί αυτοί_
Να βρεθούν δύο αριθμοί με άθροιομα 14 και γινόμενο 45.
Η λύση των Βαβυλωνίωναλλά με σύγχρονη διατύπωση είναι η εξής:
δύο αριθμοί με άθροισμα 14 μπορούν να γραφτούν ωs 7+0 και 7-0
Άρα οι αριθμοί αυτοί είναι οι 9 και 5.
'Χρησιμοποιώνταsτην ίδιο μέθοδο βρείτε δύο αριθμούs
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Στην Κίνα έΖησε έναs μεΥάλοs μαθηματικόs ο Ιίυ Ηυί γύρω στα
300 μ.Χ. ο ODOiOS ασχολήθηκε εκτεταμένα με το Πυθαγόρειο θεώρημα
και έδωσε μια γεωμετρική απόδειξη του. Το έργο του βρίσκεται
καταγεγραμμένο σε ένα βιβλίο που σώΖεται σήμερα από την εποχή lnS
δυναστείαs των Han με τίτλο Jίuzhang suanshu και θεωρείται κλασικό
έργο lnS μαθημαιικήs βιβλιογραφίαs. Ο τίτλοs μπορεί να μεταφραστεί
σαν _εννέα κεφάλαια σχειικά με την τέχνη των μαθημαιικών. ή πιο
σύντομα είναι γνωστό σαν _εννέα κεφάλαια». Φεύγοvιαs από το λιμάνι
lnS Kivas θα πρέπει να περάσετε προσεκιικά από τα νησιά που











βόρεια του λιμανιού θα






βόρεια του λιμανιού θα
βρίσκεστε στη θέση Β;
'Πόσα ναυτικά μίλια
ανατολικά του λιμανιού
θα βρίσκεστε στη θέση Β;
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Η Αραμπέλλα θαυμάΖΟVΤQS (Ων Ελλάδα κοι τον πολιτισμό IRS δε θα
μπορουσενα μην περάσει από το νησί tDS Σάμου. γενέτειρα του
μεγάλου μαθηματικούΠυθαγόρα. Εκεί θέλησε να δει 10 μέροs που
ενέπνευσετον Πυθαγόρανα ασχοληθεί ρε τα μαθημοηκάκαι να
διατυηώοει αργότερα το Πυθαγόρειοθεώρημα.
Στη Σάμο. βρίσκεται η σπηλιά (ου Πυθαγόρα. εκεί υπήρχε ένα
μπαούλο που είΧΕ κρύΨΕΙ η Αραμπέλλαμε κάποια σχήματα ΚΟΙ 10
κομμάtl Εvόs χάρτη. Αν κοι τόσα χρόνιο KaVEiS δεν κατάλαβε
σε tl εξυπηρετούσαντα οχήματα αυτά. ενώ ο χάρτns
ήταν άχρηστοs χωρίs τα υπόλοιπα κομμάιιο που (ον συμπληρώνουν.
Τοποθετήστεσωστά τα σχήματα ώστε να δημιουργηθείη απόδειξη του
Πυθαγορείουθεωρήματοsκοι ενώσΤΕ 10 κομμάτι του χάρτη με αυτό
των άλλων ομάδων. EnItuous!
Ο θησαυρόs αποκαλύπτεται. 7
j
j
Οδηγίεs: Τα τρίγωνα και τα τετράγωνα
πρέπει να τοποθετηθούν καιάλληλα.
ώσιε να σχηματίσουν δύο νέα ιετράγωνα,
με πλευρά ιο άθροιομα ιων δύο κάθετων
πλευρών ιου ορθογωνίου τριγώνου.
Το πρώτο ιετράγωνο να αποιελείιαι από
ιέσσερα τρίγωνα 4ι και ια δυο ιετράγωνα
με πλευρέs ιη μlκρόιερη και ιη
μεγαλύτερη κάθειη πλευρά ιου
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Το δεύτερο ΤΕτράγωνο να αποτελείτοι
πάλι από τέσσερα τρίγωνα 4τ ΚΟΙ
από το τετράγωνο Α με πλευρά την
υποτείνουσα του ορθογωνίου
ιριγώνου (Σχήμα 2).
Τα δυο παραπάνω τετράγωνα έχουν
το ίδιο εμβαδό. επομένωs
θα ιοχύει:







Δηλαδή. το εμβαδόν τσυ τετραγώνου. που έχει πλευρά την
υποτείνουσα ενόs ορθογωνίου τριγώνου είναι ίσο με το
άθροισμα των εμβαδών των τετραγώνων. που έχουν πλευρΈS
(15 δύο κάθετεs πλευρέs του τριγώνου αυτού.
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Δραστηριότητες μπλε Ομάδας
105 φάκελ05
Οι πειροτέs ΠΡΟIlμούν ένα είδοs σκάφοus που ονομάΖεται σλοuπ.
Αυτό το σκάφοs έχει μικρό βύθισμα που του επιτρέπει να κρύβεται σε
όρμουs με ρηΧά νερά. εκεί όπου τα μεγάλα πλοία δεν μπορούν
να πλεύσουν. Η καρίνα (το κάιω μέροs) του πλοίου oas έχει IIS
διοστάσεls που αναγράφονται.Υπολογίστετο εμβαδόν IRS και
ΕτοιμαστείΤΕγια το ταξίδι oos. ιcBίρα ns άγκυρεs»
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Φυσικά από το ταξίδι roS Αραμπέλλα δε θα μπορούσε να λείπει η
πρωτεύουσα του βαβυλωνιακού πολιτισμού. Οι Βαβυλώνιοι δεν
διατύπωναν θεωρήματα, έτσι όπωs εμείs τα εννοούμε, ούτε και έδιναν
αποδείξειs.
Τα μαθηματικά tOUS προβλήματα περιορίΖονταν στο να Ζητούν να
υπολογιστούν μήκη ευθυγράμμων τμημάτων καθώs και εμβαδά. Είχαν
αναπτύξει μεθόδουs επίλυσηs συστημάτων, λύσηs δευτεροβάθμιων
εξισώσεων και πρωτότυπουs τρόπουs επίλυσηs αλγεβρικών
προβλπμάτων.
Στη Βαβυλώνα η Αραμπέλλα μελέτησε μια πλάκα από άργιλο η οποία
απεικόνΙΖε αριθμούs γραμμένουs σε σφηνοειδή γραφή. που στην
ουσία αποτελούσαν nS μεθόδουs που χρησιμοποιούσαν οι Βαβυλώνιοι
για να εξάγουν προσεγγιστικά tIS ρίΖεs αριθμών, να λύνουν εξισώσειs
και προβλήματα. Όπωs προέκυψε από τα ιερογλυφικά κείμενα που
αποκρυπτογραφήθηκαν και αναλύθηκαν από tlS πινακίδεs αργίλου
γνωστέ. σήμερα ω. Πλίμπτον 322 και ΛΟ 8862, οι Βαβυλώνιοι
ακολουθούσαντην ίδια σειρά συλλογισμώνμε εμάs σήμερα. που όμωs
στην ουσία δεν μοιάΖουν καθόλου. ΣυνήθΙΖαννα εκφράΖουνμε
παραδείγματα tlS διαδικασίεs που απαιτούσαν οι μέθοδοι tous, με
σκοπό να επιβεβαιώσουντην ορθότητα tOUS και σχεδόν πάντα οι
λύσειs tOUS τελείωναν με τη φράση: t:Αυτή είναι η μέθοδοs,.
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Άρα οι αριθμοί αυτοί είναι οι 2 και 8.
Χρησιμοποιώνταsτην ίδια μέθοδο
βρείιε δύο αριθμούs









Οι Βαβυλώνιοιπολύ συχνά λύνανε προβλήματα
του εξήs τύπου: .δίνεται το άθροισμα (ή η
διαφορά) δύο αριθμών καθώs και .0 γινόμενο
tOUS. Να προσδιοριστούνοι αριθμοί αυτοί,.
Να βρεθούν δύο αριθμοί με διαφορά 6 και
γινόμενο 16. Η λύση των Βαβυλωνίων αλλά
με σύγχρονη διατύπωση είναι η εξήs:
δύο αριθμοί που έχουν διαφορά 6
μπορούν να γραφτούν ωs α-3 και α+3
140
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly





Η Αραμπέλλα θαυμάΖΟVΤΟS την Ελλάδα κοι τον πολιτισμό rns δε θα
μπορούσενα μην περάσει από (ο νησί rns Σάμου. γενέτειρα τσυ
μεγάλου μαθηματικούΠυθαγόρα. Εκεί θέλησε να δει το μέροs που
ενέπνευσετσν Πυθαγόρανα ασχοληθεί με το μοθημοnκάκοι να
διατυπώσειαργότερα το Πυθαγόρειοθεώρημα.
Εκεί όμωs γεννήθηκεκοι ο
Apiorapxos ο Σάμιοs. ο onoios ασχολήθηκεκυρίωs με την αστρονομία
κοι ανακάλυψεσχέσεls μεταξύ των γωνιών κοι των πλευρών των
τριγώνων. ικανέs να εδραιώσουναργότερα τσν κλάδο tRs
tpιγωvομειρίαs.
Για να προσεγγίσετετο λιμάνι
tns Σάμου πρέπει να
ακολουθήσετετην πορεία
(ου χάρτη. Η θέση Α δείχνει
τη μικρότερηαπόσταση
οπό το λιμάνι. τι γωνία
είνοι n ΛΑΠ;
Να βρείτε την ελάχιστη
αυτή απόσταση.
Αν το πλοίο oas κινείτοι
με ταχύτητα
18kιn/h πότε θα
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Οι Αιγύπτιοι μελετούσαντα μαθηματικά από πολύ παλιά. τουλάχιστον
από το 2000π.Χ. Τα μαθηματικά IOUS κατά το μεγαλύτερομέροs IOUS
ήταν αριθμητικάμε εφαρμογέsστη μέτρηση γεωμετρικώνσχημάτων.
Παρ' όλα αυτά υπάρχουνμερικά σημεία που αποτελούντον πρόδρομο
σε θέματα InS άλγεβραs, όπωs τα προβλήματα«άχα». Η λέξη αυτή
ερμηνεύεταιωs ποσότητα.Έτσι
λοιπόν οι Αιγύπτιοι ήταν σε θέση
από πολύ νωρίs να λύνουν
εξισώσειs. αν και ο συμβολισμόs
του άγνωστου χ ήρθε πολύ
αργότερα. Στην Αίγυπτο θα πρέπει
να σταματήσετεγια ανεφοδιασμό
και χρειάΖεστεέτσι τη βοήθεια
των ντόπιων. Για να oas
δεχτούν και να oas παρέχουν
προμήθειεsθα πρέπει να IOUS
βοηθήσετενα μελετήσουντη
μέθοδο με την οποία οι
πρόγονοι IOUS έλυναν
με εύκολο τρόπο προβλήματα
ποσοτήτων. Για το λόγο αυτό oas
έδειξαν έναν πάπυρο, γνωστό
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που χρονολογείιαι από ιο 16S0n.X. και περιέχει 80 περίπου
προβλήμοιο.
Η μέθοδοs που xρησιμoπoιoΎVΙανονομάΖειαιμέθοδοs tns απλήs
λαθεμένηs παραδοχήs.Το πρώιο πρόβλ.nμα «άχα_ (ποσόιηια) που
εμφανίΖειαισιον πάπυρο είναι ιο 240 και έχει ωs εξήs:.Το άθροισμα
μιαs ποσόιηιαs με ιο ένα έβδομο tns ποσόιηιαs αυιήs, δίνει
αποιέλεσμα 16. Ποια είναι η αρχική ποσόιηια;_
Η λύση όπωs περιγράφειαι σιον πάπυρο είναι η εξήs: Αν η ποσόιηια
είναι ο αριθμόs 7 (υπόθεση) ιόιε ιο έβδομό tns είναι ο αριθμόs 1
και ιο άθροισμά tOUS δίνει ιον αριθμό 8. Αν πολλαπλασιάσουμε
ιο 8 με ιο 2 θα μαs δώσει 16, άρα η λύση είναι ιο 7
πολλαπλασιασμένο με ιο 2 (αποιέλεσμα).
1.(α) Γράψιε ιην εξίσωση που αvιισιoιxεί σιο παραπάνω πρόβλημα
(β) Επαληθεύσιε ιην ορθόιηια tns λύσηs.
2.Η μέθοδοs tns αηλήs λαθεμένηs παραδοχήsχρησιμοποιήθηκεκαι
καιά ιο μεσαίωνα. Συγκεκριμένασιο βιβλίο Liber Abaci ιου Fibonacci
εμφανίΖειαιιο παρακάιω πρόβλημα: .Έναs αγρόιηs αγόρασε μια
ποσόιηια από μήλα και πλήρωσε ένα δηνάριο για κάθε 7 μήλα. Την
επόμενη μέρα πούλησε όλα ια μήλα noipvOVΙOS ένα δηνάριο για κάθε
5 μήλα και κέρδισε 12 δηνάρια. Πόσα δηνάρια έδωσε αρχικά για ια
μήλα που αγόρασε;_
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](ο) Γράψτε την εξίσωση που αντιστοιχεί 010 παραπάνω πρόβλημα
(β) Λύστε την εξίσωση με τη μέθσδο τη. αηλή. λαθεμένη. ηαραδοχή.
Υπόθεση:
Αποτέλεσμα:
Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Επαλήθευση:






Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Επαλήθευση:




Λύση σύμφωνα με τη μέθοδο:
Εηαλήθευση:
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Λύσο σύμφωνο με το μέθσδο:
Επαλήθευση:
4.Η μέθοδοs αυιή ικανοποιεί όλεs tlS παραπάνω εξισώσειs;
Το ιελlκό αποτέλεσμαεξαρτάτοι από (ην αρχική υπόθεση;
Η μέθοδοs αυτή είναι αποδοτικήγια όλεs IlS γραμμlκέs εξισώσειs;
Για ποιο λόγο οι Αιγύπιιοl επινόησαν μια ιέιοιο μέθοδο;
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Γύρω στο 1150 ο Ινδόs μαθηματικόs και αστρονόμοs BhOskara έδωσε
μια απόδειξη του πυθαγορείου θεωρήματοs. Είναι χαρακτηριστικό πωs
η μόνη λέξη ηου έγραψε στην αηόδειξή του ήταν _KOίταξEιt,
ηροτρέηοντάs μαs να παρατηρήσουμε το σχήμα και να δούμε την
απόδειξη!
Φτάνοντοs στην Ινδία βρήκατε ένα μπαούλο ηου είχε κρύψει η
Αραμπέλλα με κάποια σχήματα και το κομμάτι ενόs χάρτη. Αν και τόσα
χρόνια KaVEiS δεν κατάλαβε σε τι εξυπηρετούσαντα σχήματα αυτά, ενώ
ο χάρτηs ήταν άχρηστοs χωρίs τα υπόλοιπα κομμάτια ηου τον
συμπληρώνουν.Τοηοθετήστεσωστά τα σχήματα ώστε να δημιουργηθεί
η αηόδειξη του Πυθαγορείουθεωρήματοsκαι ενώστε το κομμάτι του
χάρτη με αυτό των άλλων ομάδων.
EnIlUous! Ο θησαυρόs αποκαλύπτεται.
Οδηγίεs: Ξεκινάμε με ένα ορθογώνιο
τρίγωνο όηωs δείχνει το σχήμα 1.
Σχήμα 1
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Σιη συνέχεια βάΖουμε ιο δεύιερο ιρίγωνο
πάνω από ιο ηρώιο και
ιο περισιρέφουμε 900 καιά ιη φορά
ιων δεικιών ιου ρολογιού,
όπωs φαίνειαι σιο σχήμα 2.
Η διακεκομμένηγραμμή απεικονίΖει
ιη διαφορά tDS μεγαλύιερηs
από ιη μικρόιερη κάθειη πλευρά ιου
ορθογωνίου φιγώνου.
Ισοδύναμα, η μικρόιερη κάθειη πλευρά
συν ιο διακεκομμένοιμήμα,
ισούιαι με ιη μεγαλύιερηκάθειη
πλευρά ιου ιριγώνου.
Ακριβώs με ιον ίδιο φόπο θα
ιοποθειήσουμειο ιρίιο και ιο ιέιαριο
φίγωνο, περισφέφονιαsια
180' και 2700 αντίσιοιχα.
Η σύνθεση που θα προκύψει
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Σχήμα 4
\
Το νέο σχήμα που προέκυψε είναι ένα τετράγωνο (θα το ονομάσουμε
εξωτερικό), που το εμβαδόν του είναι ίσο με το τετράγωνο tns
unorEivouoos ενόs ορθογωνίου τριγώνου. Ανάλογα η κάθε πλευρά
του εσωτερικού τετραγώνου ισούται με τη διαφορά tns μεγαλύτερns
από τη μικρότερηκάθετη ηλευρά. Σε αυτό το σημείο θα ηρέηει
να γράψουμετο ηερίγραμμα του εσωτερικούτετραγώνου γιατί το
σχήμα του κινδυνεύεινα χαθεί otlS εηόμενΕS KινήσεΙS ηου θα
πραγματοηοιηθούν.
Συνοπτικά το εξωτερικό τετράγωνο αηοτελείταl από τα τέσσερα
ορθογώνια τρίγωνα συν το εσωτερικό τετράγωνο.
Σκοηόs μαs είναι να επανατοποθετήσουμε τα ηαραπάνω σχήματα
ώστε να δημιουργήσουμε δύο τετράγωνα.
Για το λόγο αυτό μηορούμε να
μετακινήσουμε το τρίγωνο 1
κάτω από το 3 και το τρίγωνο 4
κάτω από το 2.
Έτσι θα δημιουργήσουμε ένα
σχήμα ηου θα μοιάΖει με γνώμονα
και θα έχει το ίδιο εμβαδόν
με το σχήμα 3.
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Τελευιαία μαs κίνηση είναι να δημιουργήσουμε τη διακεκομμένη
κάθειη γραμμή ώοιε να φανεί ξεκάθαρα ότι πρόκειται για δυο
ιειράγωνα. ΤΟ δεξί ιειράγωνο έχει πλευρά ιη μικρόιερη κάθετη
πλευρά ιου ορθογωνίου τριγώνου και ιο αρισιερό τη μεΥαλύιερη
κάθετη πλευρά.
] Σχήμα 5
] Έιοι. το εμβαδόν [ου οχήματοs 5 θα ισούται με [ο εμβαδόν τουδεξιού συν ιο εμβαδόν ιου αρισιερού ιειραγώνου. Δηλαδή με ιοτειράγωνο τηs μικρήs κάθε[ηs πλευράs συν το τειράγωνο [DS
μεγαλύτερηs κάθε[ηs πλευράs [ου ορθογωνίουιριγώνου.
Εφόσον λοιπόν [ο σχόμα 5 προήλθε από ιο σχήμα 3 με[α[οπίΖονιαs
απλώs δύο ιρίγωνα η επιφάνεια που κα[αλαμβάνουν παραμένει
ίδια. Με άλλα λόγια ιο εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά ιην
υπο[είνουσα ενόs ορθογωνίου ιριγώνου (σχήμα 3) ισού[αι με το
άθροισμα [ου εμβαδού [ου τειραγώνουμε πλευρά [η μικρή κάθετη
πλευρά και ιου εμβαδού ιου ιειραγώνουμε πλευρά ιη μεΥαλύιερη
κάθετη πλευρά [ου ιριγώνου αυτού (σχήμα 5).
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Ο θησαυρός.αποκαλύ1Πεται
Kαt να πιw το ταξίδι τελείωσε! Δεν πwτεύω ναύτες μου να λυπάστε γι' αυτό.
Tαξιδtφατε σε χόσμους μιrιφ.νoύς, είδατε τόπιwς άγνωατιwς, νέους πολιτταμούς
1<αt ελtχθήι<ατε στο χΡόνο Kαt μην ξεχνάτε, σηpαoiα δεν ιXεt ο rφοοpwμός
αλλά το ταξίδι 1<αt ότ. κεΡδί1,ετε από αυτό. Ταξιδεύοντας, ανmcαλύψιπε
τα μαθηματ.κά μέσα στο χώρο 1<αt στο ΧΡόνο της wτopiας τους. Με λάφυρο
τη γνώση φτιάξατε το διχό σας θησαυρό. Aνειa'μητo 1<αt μοναδιχό πιw
ιwνείς πω δεν μnopε( να σας τον nάpεt. Να ξέρετε ότι η ζωή εiνm γεμάτη
από τέτοωυ είδιwς ταξίδια. Μη χάσετε λοιπόν την επόμενη ευχαrpiα!
Πάντα στον νου σου νάχετς την Ιθtkη.
Το φθάσψον ειtεi εiν' ο rφooρταμός σιw.
Αλλά μη βιάζεtς το ταξίδι διόλιw.
Καλλ'τερα xpΌΝw πολλά να διaρUσεt·
1<αt γιφος nw ν' αράξεtς στο νησ(,
πλoύowςμε όσα κipδταες στον δρόμο,
μη rφoσδσκι:mαςπλούτη να σε δώσεt η Ιθtkη.
Η Ιθtkη ο' έδωσε το ωpaio ταξίδ•.
ΧωΡ(ς αtnήν δεν θάβγαινες στον δρόμο.
Άλλο δεν ιXεt να σε δώσεt πω.
Κι αν πτωχ>"'ί την βρετς, η Ιθtkη δεν σε γέλασε.
Έτσι σοφός nιw έγινες, με τόση ΠEipα,
ήδη θα το κατάλαβες η Ιθάχες τι oημo'νιwν.
Κωνσταντ'νος Π. Καβάψης (Ι 9Ι Ι)
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